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Jues sciences i^'ont jamais été aus^i généralff 
meut cultivées «a Fir^uce que 4<^]'Û9 jg^dlqu^ 
jouées : la cQwidération ^çcc^doç ^ugqc say^i];^^ 
lies besoins de la guerre ^t le désir de 1^ ,dow^ 
'fui &oa( sans- d3\aç les motifs i^aiç^)aiix.jPQq^ 
augmenter cette émulatipa utile aux progrès des 
jsciences , des géomètres distillées n ont p^ 
dédale d'écrire ppur; rfin,^lruçU9n di^s élèv^. 
La Gramgv y La pLAcsià Il^pole ^rfiiaïe\, 
lyfoNGE , l^t GKffDu et ^Acapi;:!^ |di^ leuic;^ 
traités éléj^enWces , .ont appris à , ^^sepir Iç^ 
xumcipe&' des . Mathématique A\ia; df^ Jt^a^ ^pr 
ïides. 

L'Idole polytecbuicp^ a été, ijw m^tff 4*émur 
Jlatiou j et ceite.wi$tiiHW>nîr4opf TJ^t jwjwp 
partie df WP *omiw& p a^* dH.sOn pnfcftfiç^ 
rendu d^s sernçï^a m^rqui^. l/^f^t^^i^tJpïx,^'^ 
perfectionaéq 4wW:fi<2^He éfio^e,^.p3r .Je? j^oi^if 
des instituteurs qui la composent : La QaAsrpx , 
Mo5G£ et Prony dans leurs leçons y ont dé-» 
4|frel4^ppé d'iwe tmamctre KOUY^e^'AjoAlyse ff la 
^éif^cm^. .1^ PWir^ge^ î4^ ces sayafis s(fm 
d^s mp4èîe#.4^ clarté et 4^ prédusîon rfi%J^ 
Méoof^ue céleste » as^gue k son ^tevr ^ 
xMig distillé ^ipwp^èa dé jjtcsc^^rfi^^jKswTOvV 
SirtER, ..f . Malheureusement qes ouvrages^ 
nie\ Sîoni ent^dus que« d'u^; petj^ noml>rç dp 



X PREFACE. 

j'exécutai le projet de faire en Mécinîaufs ce 

aue Lac noix et Lk Gendre avoient déjà fait 
'une manière si lumineuse dans d'autres par- 
ties. Je fis ce Traité dans l'intention qu'il pût 
servir d'étude préliminaire aux savans écrits 
dont je viens de parler. Le choix qde le Gou- 
veniement a daij^né faire de ce Traité pour l'en- 
seimiement dans *les Lycées , d'a{lrès le suffrage 
dèXjA Place, Monge et Lacroix, et l'accueil 
Ihvorablë que le public a bien voulu accorder 
aux deux premières éditions , ni'ont déterminé 
à eÀ reVoir tous les détails â?e<; un soin plus 
particulier. D'après lés avis que le Sénateur 
La jPlAcîç û eu la bonté de me donner , j'ai 
changé uii grand nombre de démonstrations 
peu luèides , et j'ai supprimé une foule de lon- 
gueurs et de èhosés iimtiles. En oflfràut cette 
nouvelle édition au public j'ose lui promettre 
que c'est en effet un ouvrage nouveau et qui n'a 
presque rien de commun avec les précédentes 
éditioiii , que I9 ihàrche méthodique qui m'a 




ignement 
lui-même cette marche. 

Une science quelconque a totijours pour base 
iQ\i matériaux, pHmitifs , un certain nombi*e de 
lioiibns abstraites ou idées générales qu'elle etn^ 
prunte ou de Vinte/tigence moyenne , ou des 
sciences intermédiaires. Les opérations de l'en^ 
tendement , dont ces idées sont le résultat ,doi^ 
vent avoir été faites d'avance ches ceux qui 
feulent se livrer à Tétude de cetif jsoence j et 
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ils y consacréroient inutilement leur tems et 
leurs peines , sans V aptitude que cette prépara-j 
tion préliminaire doni^e à leur, esprit. Ainsi ^ 
dans la science de l'équilibre et du mouvement 
dont nous allons nous occuper /^ première 
connoissance à donner à Télève se réduit à lui 
faire' une récapitulation métho.dique de celles 
des idées abstraites auxquelles les exerçicei$ aur 
térieurs de son esprit lonjL.d4j^ cqnduH» qu^ 
doit ^parer iles> autres pour ]lfis considérer sous 
un point de vue nouveau et particulier , et en 
composer diverses^ agrégations représentées par 
des signes qui foraient 1^ élémens de la langue 
scientifique. 

Ces idées abstraites ou matériaux prim^iti^ 
sont compris et classés dans le tableau suivàn^ 

Ile tems. ^ 

ÏQL force ou puisionee «nrisagée «punC à mib efifeto. 
( géomëlriqucf 5 étendue. 
etleèpropri^s) \%S!^éi\ 

' \ '■ ( inertie. ' 

Le tems est , par rapport à nous , l'imprefr* 
sien que laisse dans la mémoire une suite aé?^ 
nemens dont' nous sommes «certains que l'exisr 
tence à étésuccesiiYe.i On peut voir n®. 5. ce 
que nous disons dé la nature àts forces, l^es 
propriétés physiques et géométriques étant en 
quelque sorte étrangères à la Mécaniique » et 
propres; à la métaphysioue » nous n'en disons 
que ce qu'il importe ae savoir pour noire 
w|et. . . , .,, 



^ - Mèt^ *pëW- ne ^Ê» - b«riiiplk{tier ie» seonsidéra^ 
ûbtiisi; fattus îî'èiiâ^ plus Mr^e-chanp cm 

tcii(& ' bot{bii$ ; ànlà^fidis s^'^-^i tiOQS ' supposoDh 
d'^ôM i|t(è les' tOt)^ qui» kcmt wmm k Tesah 
fiiliëb ^btit dépouillés de plumuk^s- Bropriécés. 
IVàJVotrd tià né Mt HhAéïmm foirer le tems •en 
èdU^ildéhtiOii , èë '^1 éift'iè pH^re ide la Srk-^ 
f^JB ; /et hiSlttè r)^tit4bei)hèr Véimde ^'âonil 
ii'ë!i&nifM6ns d'âBëWi ><^^ conditiens xle 

Pe^lSM-é. èbWe dyi^foi^cé^i^^ â^sseat sur nù 
jUdmï màtéHël , 'ëli lié cMMi^âtit ainsi ^ les 
mfûàii^'iàéhfàrcëiêt'dé \h tnèbatté. Mais après 
fiVàîr^'ë^biVé «è %ttjët ^ôiM Yëâ^i^icms aux cor^ 
V étendue et la figure dont on les aTtHtidé* 

Souillés par 1^ pensée. La théorie des centres 
e WàVlté , 'ré$lî!îbi« (tes ttiacfcincs ^ le frot- 
tMëht', V . . i/è^pMs«tl«éiit énmtife naturellemeo^ 
comme autant de conséquences des préceptes 
^aéraux de la Statique. 

La Ôjr^AMiQUK fait ébt^er le tems^ en considiS^ 
'^\Ei0ti; \\ &ou^ y siiivon^ la.mériie ibarche^'en 
Statique ; nous ne préqons d'abôrcl qu'un point 
matériel en mouvement. Mais bientôt aux no« 
tjbli9 dû tems yi de la forœ^ c^ -de la mobtiUé 
4kmL% joignons ctUes tfe la masse ^ de l'ef/ç/ir 
nAil^'y^etew; ; . rOti ^voît« oumbiea rceite tmatHibe vif^ 
TlicâiicfMe ësr propre là^simplifier les ti^éories ^ 
^elte le^ d%tecinpd :aved ta masi^fe dont Tes^^ 
4^t4Mïnam'»afaiert-^^ cônnoissanc^ 

«lufifl ti^m'Iâ''thébrM4os^flfiitdé6 « iquî cofloîiosis 
tUViyaOS'ia'nQfiB etl'tfToifODVfiAMi^u^ : elle esc 
M^préS^êiii^e avec des ^dévelo(»pémmisJ[>educol||i 
plus étendus que dans les édiuons pfécé4fa^ 
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J*ai iiidk}iié p>ar une * mise à k marge;, les 
AéorieB de Stalique les pkis £iciles et Bpécia* 
lement celles àûi sont exigées pour VestamM 
Jtenirée à tEcoie pofytedmiqiie. Les candi*^ 
dais pourront puiser dans cet otitrage les coah 
noissances qui leur sont utiles , et étudier lu 
Statique d'après les principes mémos qui oom^ 
poBenitle etifurs d'instruction de cette ÉccSe. Si 
on a bien compris lés prmc^ies que je viens éâ 
développer y on reconnoltra que je ne pouvois « 
sans interrompre 1-ordre méthodique ique j'ai 
présenté , suivre Tenemple >de plusieurs fluCeurSf 
et traiter l'équilibre des forces parallèles , avant 
tehii des forces appliquées en im point. Aussi 
ai-je traité le Parallélogramme des forces avant 
\e Levier, En effet lorsqu'on a fait quelques pa$ 
dans la science on est conduit à regarder ley 
forces parallèles conmie un cas particulier de^ 
îTorces qui concourent ; et c'est toujours dant 
cet esprit qu'on les considère. La Plac& a éga- 
lement suivi cette marche ; elle oflre l'avant^ 
(3e nlntrodi^ire d'abord dans le sysl^ème qu'une 
seule e^lpeee d'équilibre , celui de translaiton i 
tandis queles iorces parallèles foïit entrer ea 
outre Tequilibre de rotation. Elle est basée sur 
.des principes plus clairs puisque par-là voufes in 
Statique se ramène à 'VéquHibre u^^dewcjarca 
égales et^reeèement €(pposées.\yealleàr^ Joi^ 
qu'on cpdi^eiic^ l'éituacdela Mécanique jMur 
celle' dès forces parallëles , on peut être arrête 
par unç foule 4^ jcas paptACuliecsisurJos direct 
tions et les grandeurs des forces , ce qui en^ 
4itilne dans ^des idées ooropfexes ^ 0|ipiiBees<à'ia 
<sitnpU(nté • qu'-eiient Jes iéèépienii i» mm 
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que j'ai suivie n'offre sur ce point d'autre désa- 
vantage que d'être plus longue. Pour l'utilité 
des élevés qui sont destinés à subir des examens , 
dans lesquels il importe de développer les mé- 
thodes en peu de tems , j'ai cru devoir consi- 
gner dans la note I une aémonstration que j'ai 
mise à l'épreuve depuis plusieurs années , en 
l'enseignant à des élèves qui se destinoient à. 
l'Ecole polytechnique, 

J'ai banni de cet ouvrage la notation des 
proportions : de sorte qu'au lieu d'écrire 

A C 

^ : B :: C iD^ je pose ^=|r. Ce n'est pa9 

ici le lieu de détailler tous les motifs qui m'ont 
déterminé à cet usage : mais je dois dire que 
dans l'instruction j'en ai tiré des avantages réels. 
Je suis convaincu qu'on énonce un grand nom* 




moyens qui conduisent aux équations , tandis 

Sue le langage et la^^otation que j'adopte les 
onnent immédiatement, ce qui évite un détour. 
Un élevé qui s'est servi quelque tems des for- 
miJes trigpnométriques lorsqu'il veut résoudre 
•b- 4f . Je triangle APC , rectangle en C ( dans lequel 
^C= x\ Bfi—j^ AB — h, l'angle ^ = « ^ 
Je rayon = i ) trouve bientôt lés équation^ 

j^tssxtang i;^ = Asmff, «sAcosi 

sans s'arrêter à former une proportion pour les 
tbtenir : ce n'est qu'après avQÎr reçoniàa le dé«^ 
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loùr , lorsqu'il a le boa esprit de Ta^pperceToir , 
qu'il l'abandonae. U convieiidroit doncd'énonh 
cer ainsi les ihcorémes de la résolution des 
triangles rectangles. 

Un côté de V angle droit est égal i^, iui 
produit de l'autre côté par la tangente de Van>- 
gle opposé au premier côté ; 2®. au produit 
de Vhjpothénuse par le cosinus de l'angle com* 
pris entre ces côtés ; le rayon étant ac i . 

J'ai même porté cette réforme dans rensei- 
gnement public , Jusque sur la Géométrie^ et 
) ai reconnu tout l'avantage qu'on en pouvoit 
tirer en présentant aux élèves les comparaisons 
sous un aspect plus raisonné et plus mctho^ 
dique. Je ne prétends pas pour cela qu*il faille 
abandonner l'usage des proportions ; elles sont 
précieuses sans doulë : mais la notation me 
parolt devoir être changée. Celle que je pré- 
sente ici a l'avantage de se prêter aussi à renon- 
ciation reçue : et u seroit sans doute ridicule de 
prétendre changer ces énoncés si simples : 

Les triangles semblables ont les côtés /UH 
mologues proportionnels 4 

Les côtés ^un triangle sont proportionnels 
aux sinus des angles qui leur sont opposés. 

L'ouvrage est terminé par le problème àei 
cordes vibrantes : on sait que cette matière in^ 
téressante par elle-même , est d'ailleurs l'une 
des sources de la partie la plus intéressante d« 
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Tanalyse, le calcul aux différences partieliefl. 
Enfin j'ai exposé la méthode des variations , 
wns laquelle il est impossible d'entendre la Mé^ 
canique transcendante : le peu que j'ai dit sul: 
cette matière , que j'ai d'ailleurs présentée d'une 
manière nouvelle , suflSra pour l'mtelligence des 
^its de La Ghahûe et die La Place. 
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'n dit qu'un corps est solide y lorsqu*il est compose • 
<Ie parties ou molécules adliërentes les unes aux autres , 
c'estrÀ-dire, qu*on ne peut séparer sans effort. Les mé- 
taux y les pierres ^ etc. sont autant de corps solides. On 
appelle fluide toute substance composée de molécules peu 
adhérentes j et susceptibles d*obéir au plus léger effort ; 
i*eauy Tair, etc« sont des fluides. 

2. L'espace est une étendue considérée comme sans * 
bornes, immobile et pénétrable à la matière. C'est à cet 
espace y réel ou idéal j qu'on rapporte par la pensée la po- 
rtion des corps. Le mouvement est l'état d'un corps qui 
ne demeure pas constamment- dans un même lieu y c'est-* 
à-dire y qui n'est pas toujours à la même distance des di- 
vers points fixes de Fespace c cet état est opposé à celui 

du REPOS. 

Ainsi concevons dans l'espace trois plans fixes ; si on a * 
déterminé la position d'un point par ses distances à ces 
plans, on dit que ce point est en mouvement, lorsqu'il 
ne conserve pas ces distances , et que dans deux instans 
successif? quelconques , les perpendiculaires abaissées de ce 
point sur les trois plans fixes changent de grandeur. 

3. Un point en repos ne peut se donner aucun mou^ # 

1 
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rement y puisqu'il ne renferme pas en soi cte raison pour 
•e mouvoir dacns un sens plutôt que dans un autre. La 
cause qui change Tétât d'un corps j en le faisant passer ainsi 
du repos au mouvement j est ce qu'on appelle force^ our 
FxrissANCE. Nous rencontrons à chaque instant l'occasion 
de remarquer cette action singulière j les attractions , les 
chocs y la chute des çprps produite par la pesanteur Y le»^ 
corps qui sont entraînés par le courant d'un fleuve ^ l'atome 
léger emporté par les vents y et le boulet chassé du canon 
par la poudre enflammée , en sont autant d'exemples^ 

• Il n'est guère d'efforts qu'on n'ait tentés pour décou-^ 
vrir la nature des forces : mais ils ont tous été inutiles et 
nous ignorons coniplettement la cause de cette modifica- 
tion singulière ^ en vertu de laquelle la nKitière devient 
animée» Mais heureusement les principes de la mécanique 
ne sont nullement intéressés à cette découverte , et nous 
pouvons y renoncer sans regrets. Les forces ne nous im- 
portent que par les mouvemens qu'diles sont capables de 
produire \ leurs effets et les lois de leur action sont les 
seules choses que la mécanique envisage et calcule. 

* 4- ^ DIRECTION d'une force est la droite suivant la* 
quelle son action est exercéer Lorsqu'un corps est solli- 
cité par une force quelconque et ensuite abandonné à 
lui-même ^ il cuit constamment la direction de cette force f 
car il n'y a aucune raison pour qu'il s'écarte plutôt à 
droite qu'à gauche de sa direction primitive. 

t 5. Il suit évidemment des principes que nous venoni 
d'exposer que deux forces qui agissent dans le même sens 
s^aJoiUent Vune à Vautre , et que si elles agissent en sens 
contraire , le corps ne se meut qu'en vertu de leur diffe" 
rence ; ensorte qu'il resterait en repos , si elles étaient 
- égales. 



DE MÉCANIQUE i£lÉ MENT AI KE. 5 

6. Outre la directîoii d'une force ^ on doit encore avoir * 
ëgard à sa grandeur ou à son intensité : or comme les 
forces sont des choses d'une méoie espèce , en en pre- 
nant une quelconque pour unité ^ l'expression de toute 
force n'est plus qu'un rapport , ou une quantité mathéma- 
tique y qui peut être représenté par des nombres ou par des 
lignes. Ainsi lorsque nous dirons qu'une force P est r^-fj^ ,^ 
présentée par la ligne ^^ , il faudra concevoir que cette 
ligne est la direction même de la puissance , et que la lon- 
jgueur jiB contient l'unité linéaire AE ; autant de fo^ 
que la force P contient l'unité de force «5» ) c'est-*2Kdire 

P jâB 
qu'on a -^ = ' . Nous pouvons donc dire<pie P=^J?Î 

en prenant pour unité de force S , celle qui est représentée 
par l'unité linéaire AE. 

Pareillement lorsqu'on considère deux forces P et Q , et * 
qu'on veut les représenter par des lignes \ il suffit de pren- r^^ ^^ 
dre ces droites dans les directions mêmes des forces , et de 
déterminer sur ces lignes deux parties AB et AC qui 
soient entr'elles dans le même rapport que ces forces , de 

sorte qu on ait — = • . 
y A(^ 

7* Unpaini ne pêut aller par plusieurs cJtemins à la it 
fiis. Il suit de là que si plusieurs forces sollicitent un point 
matériel ^ ou elles se détruiront mutuellement , et on dit 
alors qu'il y a Iquilibbe } ou le point se mouVra suivant 
une certaine direction , conmfie s'il n'obéissoit qu'à l'action 
d'une seule force. La force unique qui équivaut ainsi k 
toutes les puissances du système est appelée h^sultante } 
on nomme celles-ci ses composantes. 

Le problême de la composition des forces consiste donc à * 
trouver la résultante d'un système donné de puissances n 
celui d% la décomposition des forces en est l'inversç. 
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Kf » t. Soient deux forces P et Ç représentées par AB et AC^ 
sollicitant une molécule A ) par le premier problème on 
cherche leur résultante AR \ par le second ^ au contraire | 
on cherche deux forces dont la résultante soit AR^ 

• 8« Rien n'est plus aisé que de produire l'équilibre dam 
un système de forces dont on connoit la résultante \ car il 
ne s'agit que d'y introduire une nouvelle force égale et di- 

!%• 3. rectement opposée à cette résultante (5). Ainsi soient P ^ 
Q fS et T quatre forces y dont la résultante soit la force R j 
3 est clair que si on introduit une nouvelle force R* égale 
et directement opposée à 72^ elle établira l'équilibre entre 
les forces P , Q , S et T puisqu'elle détruira leur résul- 
tante. Ainsi le problème général de l'équilibre est réduit à la 
recherche de la résultante. 

* 9. La MÉCANIQUE est la science de l'équilibre et du moib^ 
Tement ^ on la divise en quatre parties. 

MÉCANIQUE PROPRE. 

X. 8TATIQUI q«i a pott objet rèqnilibr. i dti corpf toUdm. 

n. PxjiAXiQUX qni a pour objet le monTemeat ' 

HYDRAULIQUE, 

m. Htd&OSTATIque qui a pour objet rèqnaibre ». ^ .^^ 

IV, HlD&ODtJTAViQUl qûi« po«r objet le monTemtnt I *^^^^ ** • 

Nous allons traiter en particulier chacune de ces quatre 
divisions. 



LIVRE PREMIER. 

STATIQUE,, , 

r 

CHAPITRE PREMIER. 

I« Propasiiionê générales^ 

10. Xjb problème de la composition des forces^ lor»- ^ 
qu'elles ont même direction ^ est renfennë dans ce qu'on a 
dit (5) ^ car eu considérant les forces deux à deux , il est 
facile d'en conclure que pluaieurs Jbrces qui agissent sui^ 
vont une même droite , équivalent à une èeule égale à leur 
ëommey si elles agissent toutes dans le même sens ; ou ègaU 
à Vexdès de la somme de celles qui agissent dans un sens , 
9ur la somme de celles qui agissent en sens opposé. Cet 
énoncé peut être simpb'fié par une considération particu*- 
lière : car si on regarde les forces qui agissent dans un niénie 
léns comme positives y et celles qui agissent en sens opposé • 
comme négatives y on pourra dire que la résultante de plki^ 
êieursjbrves qui agissent suiifant la mêrtie droite est égah 
à leur somme , en prenant ici le mot somMs^tàis lé sens 
qu'on lui attribue en algèbre. 

Lorscjue les composantes ont des direction^ diiîérentes | 
comme les forces P , Q ^ /2 , . .,. ( fig. 3 ) , il est.j^lus diffi- 
cile d'obtenir leur résultante. Nous allons avant tout poser 
quelques principes qui serviront à cette recherche. 

1 1 • Dcms tout système de^ forme invariable , on peut ir 
prendre pour point d'application de chaque puissance , 



hn emtr'éleÊ ^ 3 egt dsâr «p'oii me daagenna k Fait 
prArtMf^mt au %j%téme ; c^tsU-^at^re qnc si d'abonl i y 
«7oit ^pilili^e, il subustera encore aprà ^ et qoe dantk 
tm crmtrwef la réu&ltante vsra la m^me. D'après cela, 
Ment P f Q y R ^ . , ,» des fcvrces en équilibre , on poorra 
itmt^ (tmibier , tripler ^ . , . . chacnne d'elles sans dé tf n ire 
eet ^taf« D est faciU de roir qn'on peut aasii prendre In 
moitié I le tiers ^ • # « de chaque force sans altérer TétpâUbres 
car 9Î , par exemple , les forces j}P,jQ,}iî, ...• 
ffeVf/yient pas en équilibre ^ elles anroient nne résultante ; 
et let forcet P ^ Q j R ^ , . • érjDÎTaadroient à trois forces 
éj^ales ^ cette résultante j et agissant dans le même sens ^ 
ce qoi est contre llijrpothêse. Ainsi en désignant par m 
un n/mibre rpielconqne , entier on fractionnaiie , les forces 
mP f mQ f mR ; • . . « seront en équilibre lorsque les 
îorct:% simples P ^ Q , R, ... seront dans cet état. 

Et comme on peut refatrier la force P comme égale 
at directement oyf>osée à larésultante des forces Q,i?, ••• 
aussi bien que mP ^ par rappœt il mQ , mR y ... oa 
en conclut que quand on faii varier tUms le même rap» 
pari les gr<mdeurê de plaeieurê forcée ^ qui àgiêsenlsar 
un poini f leur téêuUanie ne change pas de direction , 
et varie dans le mime rapport. 

f6« n fuit de la que la direction de la résultante de 
deux forc^'s y fait avj^c ces forces des angles qui ne dépen- 
dent rjue du rapport entre ces forces ; et non de leurs 
grandeurs abs^ilues ^ puisque ccii angles ne van'ent qu'avec 
ce rapport. Ain« soit im point sollicité par deux forces 
P éi Q f dont R Aoit la résulfante : soit de niérne un autre 
point sollicité par les forces P* et (K , qui aient 72' pour 
résultante } il suit de ce qu'on vient de dire ^ que si les 
^ufkn foruics par les directions do P f Q ctR sont resr 
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pectÎTenient cgaux à ceux que forment les directioiis de P' ^ 
Cet/ZSona— =^ = _. 

IL ParalUlogramme des fircês. 

17. Deux forces égalée onipour réaulianie la diagonale * 
du rhombe construit sur des droites qui représentent ces 
forces. 

Soit jun rhombe ABCD\ les diagonales ^C, BD^ se Kg. •. 
coupent à angle droit et en parties égales deux à 
deux : nommons « Tangle BAC^ le triangle UAE donne 
AE^ AB X cos«} donc AC-=^%AB x cos ^« Si donc 
on a deux forces égales P et Q représentées par AB et 
AD , il s'agit de prouver que leur résultante R est 

/2 = aP cos « 

quel que soit Tangle «. 

i*t Supposons que cette proposition soit rraie pour deux * 
forces égales quelconques dirigées suivant AP eXAQ^j dont lig. r* 
la résultante soit dirigée suivant ^^jr^ (12); je dis qu'elle doit 
avoir aussi lieu pour deux autres forces /> et ^ dont les direc- 
tions Ap et Aq diviseroienteivdeux parties égales les angles 
PAx = QAx =«• En effet on peut substituer à la force/» 
deux autres forces ^ et s inconnues et égales , dirigées sui- 
vant AP et Ax i on peut en dire autant pour la force q , 
et la remplacer par deux autres forces /' et z* suivant AQ^ 
et Ax : on aura alors au lieu des deux forces /> et ^ les 
quatre puissances inconnues et égales j y y y' y •*' et z' , ou 
plutAt les trois forces y y y' et 2x» Les deux premières étant 
égales et dirigées suivant A Pet AQ , leur résultante sera 
par hjpothèse = 2/ .cos « } ainsi la résultante x dt pet q 
sera 

jpsz2U-f>a/.cos«:=a/ (i + cof«). 
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♦ Cela posé 9 P ^^ 9 forment avec j^x des aftgfet 
^aux à ceux que y et z forment avec p ) on a donc 

(i6), — = — , d'où r = — ; en substituant cî- 

P J * 



dessus on a x = — ^-— ( i + cos « ) , d'où. 



s =p \/7,*^\ +cos« : or on sait (Trig. de Lacroix 
26, V\ Trig. de Legendre XX) que 2 cos» ( J «) = i -4- cos *, 
donc 

jp= 2/>«cos (5«). 

* Il suit de là que si la proposition étoit démontrée pour 
deux forces dont les directions feroient avec celle de leur 
résultante un angle « y elle le seroit également dans le cav 
où cet angle seroit 5» , j« , |« Or le théorème est 

démontré (i5) pour le cas où « = \, — > (en désignant 

par fr la circonférence qui a l'unité pour diamètre ^ nota- 
tion que nous conserverons toujours dans la suite } donc 

il l'est aussi pour le cas ou « ::= J. — j- , == ^. — |- , .... 

ou en généra] m = \. — -j^ j n désignant un nombre 
entier positif quelconque. Nous ferons y pour abréger ^ 

^ 2**. Si la proposition a lieu pour les trcMS angles « ^ C 
Vî/r* 9* ^^ '^^"^f ^^^ ^^^^ ^"^^ avoir lieu pour l'angle « + ^ 
En effet soit l'angle PAQ = 9..PA* = 2« j et les droitet 
j4p f j4q j j4p* et An' faisant respectivement avec AQ tX 
AP des angles = C. Concevons suivant ces quatre li- 
gnes des forces égales p ^ ç y p' et q' } h résultante deft 
deux puissance p' et q' est une force P dirigée suivant 
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AP y et qui , par hypothèse , est P = 2 /7.co8 C : de 
même p et q ont leur résultante Ç := P =s a p.cos C. 
La résultante des deux forces P et Q , ou plutôt celle des 
quatre forces p y p' ^q etq' est dirigée suivant ^«, et (par 
hypothèse) == aP.cos m y ou si on veut, = /^p, oos «.cos C. 
Cela posé , la résultante z des deux forces p et p' est aussi 
dirigée suivant u4z , ainsi que celle de q et q' qui d'ailleurs 
€st , par hypothèse, =;= 2^.cos ( « — C) : donc la résultante 
des quatre forces />,/>' , 7 et y' est aussi « -|- 2/> cos («— C): 
en égalant ces deux valeurs , on trouve 

s = 4^* cos «.cos C — 2/)(cos«.cosff-|-sin«.sinC) 
ou s = â/> (cos «.cos C— sin «.^n C) se 2p. cos («4^ «) } 

ce qu'il falloit démontrer. 

Si on suppose que « s: C, et est fun des angles corn- * 
pris dans la valeur de I ci-dessus } le théorème sera d^ 
montré pour les angles «, C,et« — C=:o, puisque dans 
ce dernier cas la résultante est évidemment la somme des 
composantes ; dpnc il le sera également pour l'angle 
« + C = 2 é|. De n;iéme si on fait « = 2#,etC=l^ 
la proposition sera vraie pour l'angle 3 I . puisqu'elle 
aura lieu pour «^ C, et « — C =: I : et ainsi de suite. 
On voit par là qu'en général le théorème est vrai 
pour deux forces qui font avec leur résultante un angle 

m. — =-• 

2^* 

Or puisque m et n désignent ici des nombres entiers • 
positifs quelconques , on peut les prendre aussi grands 
qu^on veut ^ d'où il suit que parmi les angles comprit 
dans cette formule on pourra toujours en trouver un qui 
approche autant qu'on voudra d'un angle donné. 

3*. D'après cela , P et Q étant deux forces égales quel- * 
conques , leur résultante x sera la diagonale JIR du rhom- ing. 9. 
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Le y lorsqu'on aura Tangie PAR compris dans la valeur 
mè : dans le cas cpn traire^ la chose aura encore lieu. 
£ài effet on ne peut supposer x plus grai|d que cette 
diagonale ^ car soit x =; jir j concevons deux a^itre» 
fprcesjo et q (égales aux premières et dont les direction»^ 
fassent avec celles-ci un angle Tné, et telles que leur r^u^ 
tante soit uiB < Ar^ et > AR : cela est toujours possiblf ;. 
puisqu'on peut prendre les directions des forces ^ ef ^ 
aussi vpisines qu'on veut de celles de P et Q ^ on peut 
donc faire ensorte qu'elles tombent dans l'angle FAQ p 
et que le pied D de la perpendiculaire pD soit à une dis- 
tance de A moindre que i,Ar. Cela posé , comme les- 
forces p ^i q forment un angle moindre que PAQ y leur 
résultante doit être plus grande (i4) que celle des forces 
P eX Qy d'où AB > .r- Ainsi oq ne peut avoir x > AR, 
On verroit de même qu'on ne pçut supposer x < AR^ 
Donc X = AR^ 

• * i8» Deux forces quelconques Vet(^ ont leur résultante K 
Fig. vi représentée par la diagonale AR du parallélogramme cons" 
truit sur les droites AP et AQ qui les représentent. 
* ^®. Supp<fSQns qf*^. les directions des forces V etQ sont à. 
ï»f. io.^ngfe drfiit. Si Ç.e&\ le njilijçi^ dt k droite /'Q, on. ^ 
PC = AC =ï CQ. y, çaç le cercle décrit du centre C , et 
du rajon PC y doit passer en ^ et en Q. Menons DE 
parallèle à PQ j et PD , QE parallèles à AC^ On a le» 
angles Z*-^/? et /^y^C ^aux , puisque le triangle PAC est 
ttocèle 'y donc AP divi^ l'angle Z>^C en 4eux parties 
égales ; et on peut substituer à la. force P. y deux auti;ês 
forces AD et AC* De même aussi on mettra les puissances 
AC et AE au, lie^ de la forc^ Ç : les, forces /* et Q se- 
ront remplacées psir quatre autres représentées pv, AD, ^ 
ACy AÉ ^t AC\QyAfi^i AD sont égales et Qpposécsi, 
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donc la résultante de P et Ç sera 2 . ^C Prolongeons JCf 
et prenons AC = CR ; AR sera la résultante cherchée. 
Or si qn mené RP et TIQ, la figure ^PRQtex^ un pa- 
rallclogramnie puisque les diagonales y seront coupées en 
parties égales. Donc , etc. 

. Désignons par ê l'angle P/(Rj nous aurons, dans le ^ 
triangle PARj AP = A.R X cqs è , ou en faisant la ré^ 
sulUnte AR = R 

Pz=i2 006l .... (A)* 

,Donc si on veut décomposer une force R en deux autres 
jP et Q dont les directioas soient perpendiculaires et don* 
nées y on aura pour la valeur de c/taque composante le 
produit de, la ferce R , par le caeinue de l'angle que 
#a direction forme avec celle de ea eompoecmiel 

2*. Si les directione des farces f et Q forment un an- * 
gle quelconque f achevons le parallélogramme PAQRf^^» i«> 
diagonale e$i AR f à laquelle, nous menons BÇ ^ VQyti 
P/' perpendiculaires^ puis PB et QC parallèles. Les- trian- 
gles égaux ABP] QDR donnent DQ= AC ^ AB, 
et DR s:^ BP = AF\ or si on substitue à /» et Ç les 
forces AB j AF y AC et AD , comme AB et AC sont 
égales et opposées , elles seront détruites , et la résultante 
sera simplement AF -f- AD ou AR- 

On voit iM^me quelle partie de. la résultante est du# à * 
chiEique force en particulijer. . 

Cette proposition sert de fondement à toute la statique } * 
Qn la connojt sous le nom de parallélogramme des forces 'y 
elle consiste dans, le théor^ic énoncé au commencemenl 
de ce paragraphe y les propqsitfona précédentes n*en étant 
que de« cas.pflrtculiers, 

19. Les deux forccv^^P «t QrM|.Ietnr véinltailid A tout * 
donc ep. général représentées par les ta>is cdtcs c^u trian*'*'* ''* 
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gle APR ) ôr oès cAtés ne jouissent de cette propriété 
que parce qu'ils sont proportionnels aux forces qu'ils re- 
présentent^ d'ailleurs ils sont entr'eux comme les sinui 
des angles qui leur sont opposés ^ dans le triangle APR \ et 
P _ Q R 



on a 



sin.iL^Q sin.PAR sin.PAQ 

'Donc lorsque trois forces sont en équUibre , cTtacune 
d'eUes peut être représentée par le sinus de l'angle que 
Jorment entr'elles les directions des deux cuâtres^ 

III, Des forces qui concourent en un même point. 

* 20. Pour déterminer la résultante de tant de forces 
qu'on voudra j quand elles concourent en un même point , 

*on se servira du théorème précédent; on composera en- 
' semble deux de ces forces ^ et on leur substituera leur ré*. 

' sultante ; on combinera de même celle-ci avec Tune dès 
«utres fbrces ^ et ainsi de suite. A chaque opération on 

■ aura une force de moins dans le système y et par là on 
réduira tôùte^l les forces à une seule y qui sera nulle dan» 
le cas d'é^[uilibre. La même considération sert à trouver 
la résultante' lorsque les forces sont dans le même plan et 
ne concourent pas en un même point 3 il suffit alors de les 
^ prolonger deux à deux jusqu'en leur point de rebcontrç. 

* Soient donc les forces P y Qy S y T représentées par 
tig:iM,AB y ACy AD , AE : ^n formant le' parallélogramme 

ABFC y on aura la diagonale AF pour la résultante X 
de P et Q. De même AG sera la résultante de X et de «S ; 
ehfîn AH sera la résultante dîi sj«tême. Ainsi on établira 
l'é^iilibre (8) dans le système en y introduisant uîie force R 
*^ jëgale et directement opposée à ^iEf. 

^ ' 2Ït tl résulte de là une construction fort simple. Par 



Composition des. forces. i5 

l'extrémité B de la droite AB qui représente la force P ^tig: m 
menez la droite BF parallèle à la force Q et égale à la 
partie AC qui la représente : de même par le point F ^ 
menez la droite FG égale et parallèle à la force S ) puis 
par le point G y G H égale et parallèle à la force T^ voua 
formerez par là Iç polygone ABFGH : la droite AH qui 
ferme ce polygone représente la résultante cherchée j et si , 
par la construction , le polygone se trouvoit fermé , alors 
l'équilibre existeroit dans le système. Cette construction a en- 
core lieu lorsque les forces' ne sont pas disposées dans le 
même plan , mais alors le polygone n'est point plan. 

22. Trois forces P , Q ei S représentées par les trois * 

arêtes AB , AD et AC qui forment l'un des angles trié" ^' 

dres A d'un parallélipipède ADlHy ont leur résultante R . 
représentée par sa diagonale AI. 

£n effet la résultante des deux forces Pet S est repré^ * 
sentée par AH} on peut donc substituer la force AH à 
P et S t mais la diagonale DI est paraUèle à AHf puis- 
que DI et AH sont les intersections de deux plans pa- 
rallèles LU et BC par un même plan y qui est celui des 
deux parallèles AD et HI. Si on compose ensemble les 
deux forces représentées par AD et AH y on aura donc 
pour la résultante des trois forces P y Qet S y une force R 
représentée par la diagonale Al du parallélipipède. 

On voit par là qu'on peut décomposer une force en trois a 
autres dirigées suivant trois droites données qui concou* 
rent en un des points de Sa direction. Si on a ^ par exem* 
pie , les trois droites AP y AQ et AS y et la force repré- 
sentée par AI y on achèvera le parallélipipède 'y pour cela 
on mènera en / les trois plans IC , LM y et LH respecti- 
vement parallèles à ceux des droites données. Ces plans les 
couperont en trois points ^ ^ C et i> qui déterminerost 
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les parties ^Z>y AB ^ ACqm repréMateroftt les eomf^ 
santés cherchées. 

* On retroure encore ici TêqiMtMm (A}, ctr il est vi- 
sible que dans k triangle ADI , rtctangie en /> ^ on c 
AD=AI X cos DAI. 

* n résulte du paralldogramme des forces et de la propcH 
sition précédente y qne lorsqu'un sjrtéaie de forces agit sor 
un point matérid , on peut réduire ces patssances à deux 
ou trois antres parallèles à deax ou trais axes donnés : il 
sera donc toujours fàcfle de déterminer par ce mojen h 
résultante du système. Iimtona ce procédé analytique* 
ment* 

* 25. Prenons d'dbord U ca» cà les firt€9 agUsêmi datu 
^f . H- lé ménêê plan. Menons psr un point qudconqne A pria 

dans ce plan , deux axes Ax et Af perpendiculaire^ 
entr*eux \ puis décomposons chaque puissance en deux 
autres parallèles à ces bgnesx Par exemjJe, soit l'une de 
ces forces représentée par BP* \ formons le rectangle 
BDCP' j cette force équivaudra à deux autres représeiH 
tées par BD ^ BC parallèle à Ax et y#x > et à l'aide de 
ce qu'on a dit ( équation >/) ona BC = BP' X cosP'BC^ 
et BD = BP' X cos P'BD. 
^ Soient donc des puissances. .•««,••••, «.t P'pP* f •••• 
dont les directions font avec AX des angles. • «' , «' , •••« 
les composantes parallèles à Ax seront P' . cos mf , 
P* cos «^ , .... j et celles parallèles à Ajr seront 
P' sin mf , P* sinm" , . . . . } or les premières équivalent 
à une force unique X égale à leur somme (lo) ^ de même 
1^ autres ont leur résultante Y égale à leur somme } il n'^ 
a donc plus à considérer que deux forces rectangulaires 

X= P' cos «' + />• cos *♦ + ctc. 
r = />' sin «' + y^ sîn 1^ + «te. 
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ftnit fl h tt^Ufltte dtt tj^Ême , ^liPan^e incôtina qoe 
sa direction fait avec ^x ^ d'après Tëquation (^jf) , ses corii* 
posantes sont /2cos««t 72 fin «. Donc on « 

Pour trouver iZ 0I « ^ kirsqn» JC et Y mmt donnes | 
ajoutons les quarrés de cet âeuK ^étpiatieaM i ciwiine 
«în* • «4* cas* 4» s= J9 on en dédint 

R = y/{X^+y^} ..... (q. 

ht$ ëqunlîocie B donnent en ootm 

X , Y Y 

«os m =s -^ ^ fin « 5= — ^ 9 tang 4 := -— - . • . (D). 

Gis éclations «entent à fieûne cotmoltre k grandeur et k 
directi^an «de k résultante : «t il est faoile de voir qu'elles 
ai^prinient que R est k diagonak 4u reotangk ^construit 
for X et Y y ce qui est d'ailleurs évident* 

Toute droite qui passe par le point dont ks coordon? • 
nées sont x^ et ^% et qui fait avec V$ase dw « unasjgk «> 
a en général pour équation 

^ »- y' = tang •.(*—.*' > 

X Appl. de Tàlg. à k géohi^ de Lacroix y 66 ; Traité des 
courbes du second degré de Biol y i5 )• On a donc pour 
âquadon de k direction de k résidtante., en désignant 
par x' et y' les coordonnées du point d'afi|ilioation dos 
forces ; 

Si le njsttme est en équilibre , il est clair que cet état « 
doit exister en particulier entre les composantes parallèles 
*% chaque tfxa , pnisqoe lans «ék ^ k 'systédie auroit xtit 

5 
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résultent; les é^utions qm e^riment ViqaXbn 9éûi 
donc 

JC=o, oajP'.Got«^ + i'^.cot«^4-nc.=ro 






Vi§. i3. 24* Prenons nudntenint U coê oà les puissances oni 
■ dans Vsspaiee des érections quelconques» Concerons par 
tin point arbitraire dans l'espace trois droites ACj ABj AD 
rectangulaires entr^elles ^ nommons AC Vaxe des Xf 
AB Vaxe des y , et enfin AD l'axe des z. Le plan ABC^ 
passant par les axes des / et des x j sera le plan des xf } 
de même le plan BADy cpii passe par les axes des y et des s , 
sera le plan des yz 'y enfin le plan DAC sera celui de» x^. 
Pour fixer les idées , on peut supposer que les axes des x 
et des y sont horisontaux , et que Taxe des s est rerticaf ^ 
le plan des xy sera alors horisontal , et les deux antres 
plans coordonnés seront verticaux* I^ous consenrerons 
dans la suite ces dénominations. 

Cela posé soient des puissances. ... P' y P^ y P^ , . . . • 
dont les directions forment les angles suivans : 

avec Taxe des * «' , «^ , eP' y . . * 

avec Taxe desy C , QP , C*" , . . • 

avec l'axe des % » y ^ y^ ? y"' > • -• 

En décomposant chacune de ces forces en trois au- 
tres (22) y dont les directions soient parallèles aux axet , 
on a pour les composantes parallèles 

aux « .... Z^'.cos «' , /^^.cos «^ , P"'.cos 0^» , . . . 

aux^ P'.cos 9 y P'f.cos ff^ , Jp"^cos C" , • • • 

aux s .... P'.cosy' yP'.CCSy" yP"'.COSy^" y ... 

Chacun de ces trois groupes de forces équivaut à une 
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piissance unique égale a leur somme , puisque ces com« 
posantes sont dirigées dans une même droite. Faisona 
usage de la notation précédente y et nommons Xf YeXZ 
les trois forces parallèles respectivement aux ^ f y et s , 
nous jurons 

X = P'costt' + P' cos «^ ^-P^'oos «"' + ..• 
Y = P'oose' + PtcosC^-4-jP'"cosC" + .,. 

Z =P' COS'Z + P^ cos y* + P"' cos y^+ . . . 

Soient m^ C et y les angle^ inconnus q^e forme la 
^direction de U résultante Jf, avec les Irois axçs ^ 
p. cos « y R cos Cy R cos y seront ses composantes dan# 
les sens des axes^ on aura donc 

iRcos«=3X| RcosÇz^z Yf /Zcosy=Z •.. (G). 

pQur aroir la résultante et sa direction , ajoutons lef 
quarrés de ces équations , nous aurons 

/2- ( cos* • + cos« C-f cos» y ) 7= -?:• + y* + ZV 

Qr on iijait que (*) 

cos* « + cos» C-4r cos* y = il 
Donc.-..., R =\/{j^+ yk + ^«jj 
4'ailleurs les équations (G) donnent ) *•••• (^)r 

X . Y Z\ 



{*) Cette ëc|uatioD exprime une relation cnii existe ettre les 
angles que forme une droite avec les trois axes ; royei page 47 
du Traité des cour)>es de Biot, Au reste voiri une démonstration 
de ce théorème. Soit AI cette droite , et AC^ AB , AD des pa- FIf. iS« 
rallèles aux axes des x f desjr et des s : on a ACz:AIx cos «, 

AB =zAI X cos 0; or on a AHzz AI X cos lAH ; 

AC= AH }ç cos IfAC ^ AI X cos lAH n cos UAC , et 



» 
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•rCct éipuktm*' dëtartwÛMnl k nésidtidit# ^ tfl é* &iéo»^ 
lioil;^ ifkais. ofl peut obêerven qiit'éllef- indt^est $ ettlenimi 
^'tlld ^ lâr dîagoiiale di* pAràttëlipipède ooBStrttit sur 
Xf ¥di Zri^ cci4|uî'6Bl évident; 

Soient 3i' y y et s^ les coordonnées du point d?applica^ 
tion des forces ^ les. projections (*} de la résultante^ sur les 
trois plans coordonnés poseront par celles de ce point ) le» 
écpiations des projections de cette droite seront donc 

y — ^' = a (« — V ) • « . . sur le plan des xy^ 

z -^ z' zn b (x — x^) . • • • sur le plan des xz f 

h {y — y')'==^ a (z *^ z') .... sur le plan des yz , 



AB = AH y sin HAC = ALx cos lAHx siir MAC; cfonc en 
égalant entr'elles les deux Talenrs de AC , ainsi qu« celles 
de AB ; on a 

coi # = C08 lAH X cos HAC , cos ^ = cos LAH X sin IfilC. 

Ajoutant les quarrés de ces équations , on a donc ....«# 
coi' «"♦•cos" i§=cos' JAH ; mais cos* AIH=.j^shi*lAH''sit-*toê* fi 
donc cos* « + cos* fi -f- cos* ^'= i. 

(**) On entend par projection d'un point sur un plan le pied 
de la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan ; la projeo* 
fion d'im« lign^ est la suite des projections de ses divers points i 
6*il s'agit d'une droiite , le système des perpendiculaires forme un 
plan , dont l'intersection avec, le pl&n- de projection est une 
droite ; la projection d'une ligne droite est donc une autre droite 
détenninée par les 'projections dé deux quelconques de ses points* 
Ainsi dans la fig. i3, le point 1 est projette en H, L tt M sur let 
trois plans BAC, BAD y et CAD ; de même AH est la projec- 
tion sur le premier de ces plant de la droite Al, dont ACy AB 
et AD sont les proje.ciiçns sur les axes AP , AS et AQ, Voyea 
à cet égard Us Leçon« de Mongeik l'£cole norniale , le Complé- 
ment de géométrie de hkçroUc i et le Traité des courbes dm 
second degréde Biot. 
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mHb 4%Êmi lès teagentes des angies que femeraxe des x 
avec ces ptfO)eclioii0- respectives : ainsi menons pur le point 
jif aa<piel les forces sont appliquées^ les lignes j4B , ACti%, tS. 
et AD^ parallèles aux axes des y p des t et des ^ ^ et repré- 
sentons' 1» résultante R par Alt sa p^^ection sur le plan 
.A^C^ parallèle à celui des x^^sera Alf^ ainsiasera la tan- 
gente de l'angle HAC ) or le triangle HAC donne 

tang . HAC r= — — - = -~ = --— : donc 

^^ AC Roù%m, X 

Y Z 

\ on trouveroit de même h ^= ■ . Les équa* 



lions des projections sont donc 
X 

z 



\y^y')TS,Y(x^x')\ 
:(»-s') = Z(:r-x')J ..... (/). 
{y-/)=y(«-,')> 



Tune d^elles est comportée par les deux autres. 

Si ce système est en équilibre ^ il est clair que cet état 
doit avoir lieu en particulier entre chacun des groupes de 
forces parallèles aux axes 3 ainsi les équations d'équilibre 
sont , 

Xa=o, r=o, Z=:o (/> 

Tout ce qui a été dit dans le numéro précédent n*cst 
qu'un cas particulier du problème que nous Venons de 
traiter ; car si les forces sont dans le plan xy y elles 
forment des angles droits avec l'axe des % ^ et on a 
cos Y* sz o y cos y' = o 9 . 4 • . : d'oii Z •=z o y et 
cos* m + cos* • r=: I ; ou sin « := cos C. Les équations 
{It)y(I) et (/) deviennent donc {D)y (E)et (F). 

a5* Si les deux équations (C) n'avoient pas lieu sAe^ * 
fois y il n'y auroit pas équilibre dans le système } si OU 
«voit seulement 2= o^ on auroit A.cot « = o , et par 
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censÀpieiit eoi m=z o , oa mz^^wt donc k r^foltanfe 
feroit arec l'axe des 4P un angle droit , et seroit parallèle à 
l'axe des jr; de même si on aroit seulement F^ o , la rér 
sultante seroit parallèle aux x. 

On peut faire le même raisonnement pour les tnns ëqn^ • 
tions (H) } si on ayoit seulement X = o , on en con- 
dueroit que cos « = o ^ ce qui désigneroit que la résul- 
tante est située dans un plan perpendiculaire à l'axe des 4P : 
si on avoit à4a-fois Xz=Oj K=Oyil seroit de même aisé 
de Toir que la résultante seroit parallèle à l'axe des s. 

^ 26. Quant aux signes que doivent avoir les composantes 
P^ cos mf j P^ cos «^ y . • . . dans les équations précédent 
tes y ils dépendent de (a direction et du sens dans lequel 
chaque fprce agit : pouf les déterminer y il sufHra d'obser- 
ver ce qu'on a dit (10} ; car il est clair qu'ici i] faudroit 
soustraire celles de ces composantes qui agissent dans dei| 
sens directement opposés aux autres. Nous pouvons donc 
conclure de là que Von peut regarder cornm^ posiiive9 
ioutes les composantes aqns le sens d'un des cuces lorsqu'elle^ 
tendent à augmenter la coordonnée du point sollicité 
par rapport à cet axe ; pourvu qu'on prenne négativement 
les composantes qui tendent à diminuer cette même coor-* 
dçnnée, 
^ I) y a un ^utr^ moyen de déterminer le^ sigrie^^ 
gui revient au précédent , mais qui paroîtra peut-étrp 
plus analytique ^ vpici çu quoi il consiste. Concevoni 
yif. i5. que du centre M y auquel les forces sont appliquées ^ on ji 
ciéçrit le cçrcle BPEFf et mené les droites EB j DFf^r 
ralièle§ aux axef jéx et ^y, Eq prenant le point B pouf 
origine des arcs , toute droite qui , telle que 3îP ou 3f Q, 
tombe en dessus de EBj fait avec cette ligne un angle 
dont le sinus e»t positif ; tandis que ce sinus est négatif 
popr les lignes IfiSj et HT ({m tombent en dessous. V^ 
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reillémetit leî lignes qui sont à droite de DF , forment 
%yec EB des angles dont les cosinus sont négatifs^ tandis que 
celles qui sont a gauche ont les cosinus positifs. On con- 
clut de là que les produits jP sin « seront positifs ou né- 
gatifs avec sin «y c*est*4-dire suivant que la force P 
tombera au-dessus ou au-dessous de EB : de même P cos m 
sera positif ou négatif suivant que P sera disposé à droite 
ou à gauche de DF» Mais pour n'avoir ainsi égard qu'aux 
directions de P' , P^ y etc. y nous supposerons alors que 
toutes ces forces tirent le point matériel M dans les sens 
de leurs directions respectives j ou que toutes le poussent i 
cette hypothèse est permise dans tous les cas | puisque si 
pour une puissance ^en particulier , il en étoit autrement j il 
•ufBroit de l'appliquer sur son prolongement et en sens 
opposé. Cette manière d'envisager la question revient vi« 
siblement à la première i on voit que les composantes de 
Ift force P sont positives 5 que celles de la force S sont 
négatives \ et qu'enfin les forces Q et y ont l'une de leurs 
composantes positive et l'autre négative. 

27. On tire des deux équations {B) une conséquence re- • 
marquable. Prenons dans le plan des forces un point ar- pig. i|. 
bitrairc S y ei menons au point d'application M la droite 
MS z^ 8 ) soit è l'angle qu^elle forme avec l'axe des «. En 
midtipliant la première des équation^ {B) par «.sinâ ^ et 
la seconde par «.cos # on a 

/l« . cos « . sin ^ = P'ff • cos «'sin ^ + P'^.f • cos «^ • sin ^ -4- etc . 
Rs . sin « • cos f = JP'tf . sin «^cos ^ + <^^^ • sii^ «(" • cos ^ -f- ^^* 

Si on soustrait la première de la seconde , en observant que 
sin (« — é) = sin «.cos I -— sin ^.cos « ^ on a 

ïlf.sin(«— 0=-P'«-»n(ii' — + ^''*-siï»(»^ — + «tc, 

Gïla posé représentons la forc^ R par MR^ l'ongle «-— I ^ 



^4 Statiqvk. 

4era ferniëfar MR et MS aw ù dm, point S «m i 
Sa peipendiouiaire tur MR , om, flarm étÊOê le Irinigte 
SMày Sa := «.sîa («<*—#>) =s r. On en fera entant po«r 
les antres forces \ nonunant Tj f/ ^ p^y • • • les perpendî^ 
cukti^ abaissées de iSsnr les direclîaiisd& A, jP%/'', ••« 
ies divers ^termes de Të^pistion précédente deviendront 
Br , Pyj P*pi , . . . et on «va 

Jir = py + ^V-f-^ W- 

On est convenu d'appeler mombnt d'une puissance le 
produit de sa grandeur par sa distance k un point fixe j^ 
ainsi Tëquation (K) désigne que le moment de la réêul» 
tarUe est égal à la somme dee, momene des composantes^ 

n8. On doit entendre ici pair somme des momene^ les 
produits P'p' y P^p* y • « • chacun pris avec son signe : w 
eigne ne -dépend que de 'la dinection despuissances y e'est4« 
dire f i^ p^ f p^ f • • • puisque les forces scmt suppo^déas 
tirer toutes à4a'fois le point matériel Jlf. Or l'éqoatkm 
/)' ?= «.sin (mf — ♦) indique^ qUe èuivnnt que sin (mf — t) 
sera positif ou négatif , le moment P'p' aura le signe + 
pu le signe -^ ; il en est de même des autres forces. On 
conclut de là ^ et de la manière dont on détermine let 
signes des sinus ; que toute force qui tombe d'un côté de 
la droite MS a son monunt positif , tandis quV>n doit re* 
garder comme négatif , le ra.omçnt d'une puissance qu^ 
est disposée de l'autre côté : en supposant toutes fois que 
toutçs les forces tirent le point M y ou ^ si on veut^^ qu'^le^ 
le poussent toutes (a6}. Les pieds des perpfîudiculs^irçsj^ teb^ 
que p' y sont d'ailleurs tous sur la circpnféçence 4^ çerdo 
décrit sur iS^ comme diamètre* 

Ainsi P'p' y P^p" y P"y seront ici négatife , -P'V*^ j| 
P^p^ y P^'p"^ seront positifs j ou réciproquement. Or ob« 
«ervons que ù on considère le point S conu^e fixç | çt le| 
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âroitet Sf^ ^ Sp" ^ • • • eomme des verges rigides , l'action 
de chacuiie des forces sur le point M ne peut être <]ue de 
le faire tourner autour de «S : de plus les niomens positifs * 
appartiennent aux forces qui tendent à faire tourner dans 
un sens , tandis que les niomens négatifs sont relatifs aux 
forces qui tendent à faire tourner en sens contraire : on 
conclut de là que Téquation {K) peut ^'énoncer ainsi ? 
lorsqu^on a plusieurs forces appliquées à un point ma* 
tériel , et disposées dans un même plan , le moment de 
la résultante est égal à Fexcès de la somme des momens 
des forces qui tendent à faire tourner dans un sens , sur 
celle des momens des forces qui tendent à faire tourner 
en sens contraire , autour de f origine des momens. Mais 
on remarquera que Vidée de rotation qui est introduite ici 
n'est pas nécessairement liée au principe précédent : k 
mouvement n'est ici que de pure commodité pour déter- 
miner les signes et ne fait pas partie nécessaire de ce 
principe. 

ag- L'équation ÇK) devient 

P'// + Pfp'fett.:=io 

dans le cas de TZr := o j c'estp-à-dire i^« lorsque A = a | on ( 
que le système est en équilibre } et, a*^. lorsque rr=o y ou que 
l'origine des momens est prise sur la direction même de la 
résultante. Ainsi la somme des momens des forces qui ten^ 
dent à faire tourner dans un sens , est égale à la somme des 
momens desfo}rces qui tendent à faire tourner en sens con- 
traire ; 1*. quand il y a équilibre ; a*, lorsque l'origine des 
momens est prise sur la direction de la résultante. En géné- 
ral y s'il y avoit quelque force dont la direction passât par 
l'origine S des momens y son moment seroit nul. 

Nous ferons voir par la suite (56y^y i\i et 45) que le tliéo- 
rdme des momens n'est d'ailleurs d'aucune utilité particn-: 

4 



Bife, et tlVst qit^aiDe partie àe la th^rfé générée iê 
^équilibre. On trouve dans les trois dimensions un tfiéo-' 
réme analogue à celui que nous Tenons de démontrer ^ mais 
nous ne nous y arrêterons pats, parce qu'il n*est d'aucune 
appb'cation. 

rV« Dêê Jbrcêê paràUèlesé 

* So. Soient deux forces parallèles /> et q , agissant dans I« 
^t« lê. m^ic sens y et appliquées aux deux extrémités £ et /* de Ul 

ligne EFi il est clair qu'on ne changera rien à l'état da 
svst^ie si on v introduit deux nouvelles forces p' et q^ 
égales 9 opposées et agissant dans la direction de la ligna 
Et\ quelles que soient d*aiUeurs les grandeurs de ces forces^ 
En formant les parallèlogrmmmes pPp^E et qQq'F ^ oa 
voit que la résultante P des deux forces j» et // est représeiH 
tée par PE ; et que celle Q des deux forces q et q' l'est par 
FQ* La résultante de p et 9 sera donc la même que cdle 
des deux forces P et Q^ qui concourent au même point A s 
par ce point menons AO et iïCparallèies à/i et à EF* 

* CeU posé « pour trouver la résultante de P et Q , conce-* 
TOUS ces deux forces appliquées en j^ , et décomposons In 
puissance P en deux autres dùnigées suivant AB et AO : là 
première sera p' , la seconde sera p , puisque les circons- 
ttncts de la décoiuposition de P sont les mêmes en A 
qu^en E : de m^ie décomposons Q en ^' et 4^ , agissant sni- 
vant ACtX AO. L« deux forces q' et p' égales , par hy» 
polhèse y se détruisent : la résultante de /> et ç est donc 
lZS>p T f ? ^^ suivant AO y c'est-^-dire , pardUèlement ans 
composantes. 

* DétcnmDonsnuKntenantle point O par lequel passe cette 
ixauhan»c s tes ttia^^ ymWaWri PpE ^EOAj 
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Pp p' EO ,, . . EO -, . 

— £ — QXk *— = « d OU ir = ■ M r. De memt 

pE p AO ^- "**^ — AO' ^ - ^ ' 

les triangles semblaMes QFq et ÙFA donnent.;...';. 

op • ........ ;. .. •• ^ 

ainsi le point O d'application de la résultante y divise la 
droite EF en parties rëcîproquenaenFproportionnelies aux 
composantes : et si les forces p ei q étoient égales , le point 
O seroit placé au milieu de BFf 

U suit de là que la résidlante de deux fircéa parcdlèUs ^ ^ 
agit dans le même tiens , esi égale à leur aornirU , et dlùtaé" 
la droite d'application en deux parties réoiptoquemen^pro^ 
portionnelles aux composantes f 

5i. D'après cela j proposons nous de mettre en é<|uilibre « 
deux forces parallèles P et Q\ on mènera dans leur plan une «^^ j^ 
droite quelconque EG 'j la résultante R coupera cette droite 
en deux parties réciproques aux forces : soit JBEF ss j» «^t ^ 
FG z= q<f on aura Pp =: Q^. Mais cette équa[ti#n ne>9iiflit(> -t * ' 
pis pour trouver le point F, puisqu'elle contient deu<!s;iii^ 
connues p ^X q^Ot la longueur de la droite G£e«tdoii^, 
née j soit GE =^ o-; *on a 77 -f- qtsza^' En ékniiiittit tMIre' 
les deux équations Pp^ss: Qq^ et /^ rf- q ds^a^i initvonùirs 

_ aQ qQ _ gJP _ tfP' 



»l»bâ •. : 1 » 



'Après avoir déterminé ainsi le point F , on y appliquera 
un appui fixe^ ou une force «inégale à la- éonune P.-^/^i 
des forces y qui leur soit parallèle et agisse en sens con- 
traire ^ et le s^rst^n^'^eFa en équilibre» . ' - — -- .:î\ y. . ' :-: . 

52. Les trois forces P yQttS étant ainsi di^posçeT; §> 
la force Q peut être regardée comme destinée à pro-iricM^.^ 
duire. i'«quilibre entre Itt puissances P et S} et.colmae. 
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Ss^P+Qj on a <? = 5 — P > d'où il suit qne la r^ 
tultaiite de deux forces paraDéles qm agissent en sens con- 
traire^ est ëgak k la différence des composantes , agit dan» 
le sens de la plus grande des deux , et on a son point d'ap- 
pEcation G ^ qui est place du côté de celle-ci' , de sorte que 

^G_^3-^ X n=--t- 

Les théorèmes précédens s'appliquent donc encore au cas 
«-où les forces agissent dans des sens opposés ^ pourvu qu'on 
considère ces forces comme affectées de signes contraires. 
Si les forces P et S étoient égales , on auroit Q == o , et 
fl= 30 ; ce qui veut dire qne pour produire l'équibbre , il 
faut appliquer une force nulle j à une distance infinie z 
comme ce résultat est impossible a exécuter , on voit qu'une 
force unique ne peut dans ce cas établir l'équilibre* 

1^ 53< On pourroit aussi se proposer de trouver les efforts 
Vtf* >9« qu'exerce en deux points donnés E et G d'une droite EG ^ 
une puissance R appliquée en F : il est clair qu'il ne s'agit 
{KNur résoudre ce problème que de trouver deux forces 
PttQf ({ttiseroientappfiquées en £ et G , etéquivaudroient 
a la £brce Ji } c'e8t4-dire , qu'il faut décomposer la force R 
en deux autres qui lui soient parallèles et qui agissent en 
Eet.Gi soit ÉF=np y FG^=i:.q et GE s a^ on a encore 
kiPp=z Qg f eiR^P+ Q-y P et Q sont inconnus j 
Of Pf q ti R sont donnés^ En éliminant entre ces deux 
équations j on obtient aisément 

ç-£.x R= 

^ a p- 

* • 54. Soient P et Q deux forces parallèles^ et leur résulr 

y^' 10. tante R } d'un point quelconque ji de leur plan y menons 

la droite AD perpendiculaire à leurs directions ^ et regar- 
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«Ions les points B jD tXC comme ceux où les forces sont 
appliquées j on aura P x BC= Q X DC, et « = P + Q 5 

donc« X AC=P X u4C + Q X AC} OT 

jiC=z BC + AB ==: AD — DC, donc en substituant 
R X ACssP X AB + Q X AD. Enappelantp, y et r 
les perpendiculaires abaissées du point u^ sur les directiont 
de P, Q et iî, on.a donc 

RrzzPp+Qq (iNT). 

On observera que tout ce que nous venons de dire pour « 
la ligne AD y menée à angle droit sur les directions des 
forces ^a encore lieu pour toute autre ligne AG, menée d'une 
nuni'ère quelconque , c'est-à-dire qu'on a 

Rx AF^P X AE-hQx AG: 

cela résulte de ce que le théorème du n*. 5o a lieu , quelles 
que soient les directions des forces par rapport à la ligne 
sur laquelle sont situés leurs points d'application. 

Prenons mamtenant les momenspa;- rapport à un point>^', * 
placé au dedans de l'espace renfermé par les droites BP et 
DQ. On a encore ici R x A'C = P x A'C^Qx A' Ci 
mais comme A'C:=i A'D— CD = BC'^A'B , >n ob- 
tient, en sul^stituant, R x A'C= Q x A'D—Px A'B, 
c'est-à-dire qu'en faisant usage de la notation précé- 
dente , on a Rr =: Qq — Pp i et on observe qu'alors la 
résultante de P et Q est placée entre Porigine A' des mo- 
mens, et la force Q dont le moment est positif* 

Il suit de là qu'en général le moment de la réstdiante de * 
deux forcée pcuraUèlea ^ peur rapport à un des pointe quel' 
conque de leur plan ^ est égal à la somme des momene 
de ces forces ; pourvu que chaque produit soit pris avec son 
signe : on attribuera donc des signes contraires aux perpen- 
diculaires qui , partant de l'origine des momens , seroient 
dirigées dans des sens contraires. De là, et de ce qu'on a 
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vu (5a) y que les forces qui agissent en sens opposés ont des 
signes contraires , l'on conclut que les conséquences énon- 
cées pages 24 y 25; sont encore applicables ici ) et qu'en con* 
sidérant l'origine comme fixe^ et les perpendiculaires comme 
des verges rigides , on devra attribuer des signes positifs ou 
négatifs aux momens y suivant qu'ils appartiendront à des 
forces qui tendront à faire tourner dans un sens ou en sens 
contraire a mais on n'oubliera pas que le mouvement in- 
troduit ici n'est que de pure commodité pour déterminer 
les signes, 

* S5. Prenons maintenant un système quelconque de forcei 
FIg, ai. parallèles P' , P^^y P^'y • . • appliquées dans l'espace aux dii 
vers points d'un corps; désignons par a*',/, z'j jp*,)'^*^;.., 
les coordonnées respectives de ces pointsi. Soient ^Xy Ay 
et Az les axes des x y des y et des z \ soient aussi D et K lea^ 
points d'application des forces P^ et /^^ j on a 

AB=^yBCs;:yyCDz=z''yAH=xfiyHI=)fyetIK=z''. 

Cela posé soit R' la résultante de P' et P'f j prenons sur 
DK un point G pour lequel on ait P'x DGzzzPtx KG, 
G sera ( 5o ) le point d'applic^ition de R' : nommons 
a' y b'y c' les coordonnées de ce point, de sorte que AE:=af^ 
EF:szb'yGF=c'. Les lignes CF et FJ étsin% pror 
portionnelles à DG et GK d'une part, et à BE et EH de 
l'autre, on a jP' x BE z= P" }C EH -y or l\' = P' + P" 
donne 

R' X AE=(P'-hP'') X AE=P' X (AB+BE)+P« x (AJa^HE). 

donc R'a' = P'x' + P'^x'f. On raisonnera de même par 
rapport aux ai^es des^ et des z j donc on a 

R' =P' -hP" R'a'=P'x' + P''x'' 

R'b' = P'y' + P^y^ y flV == P'z' + P^««, 
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Composons maintenant la force R' ( qui remplace P' et * 
P" ) -avec la force P"' j on aura de même 

R9 =R' +/>'», fl<'a^ = «V+P"V 
Rfb" = R'b' + P'"/^ , Rfc" = R'c' 4- P'^V» 

substituant pour il', /l'a', R'b' ^ R'c' leurs valeurs, on 
obtient celles de il", /l'^a'"^, R^'b^^ R^c'f. On peut conti- 
nuer ce raisonnement autant qu'il est nécessaire , et il est 
visible que pour déterminer la résultante R et sa position, 
on aura les équations 

R=P' +Pi -fetc., AcnPV+Z^V-f-ctc.) 
Rjz=P'y+Plyif^tXc. , Rz=P'*''i-P''zf!^eU:.r' ^^* 

pn doit toujours observer de prendre né^tivement les 
forces et les coordonnées dirigées en sens contraire de celles 
qu'on regarde conune positives* La première de ces équa- ^ 
lions détermine la grandeur de la résultante ) et son point 
d'applicatioB a pour coordonnées 

P'a^-^pffxf+etcA 



t = < 



P'+ptf^ etc. 

^y + puyf + ei 

/>/4-/>ir + etc. 

P'z'+Pfzi-i^eicA 



_ />y + />V4.etc. , 
y- pz + pir + etc. / ^^^* 



i>/ + p«r + etc. 



S& Si le plan des xy a été pris perpendiculaire aux di- * 
rections des forces, chacune d'elles est projettée sur ce plan 
en un point) les j; et les > désignent leurs distances respec- 
tives aux plans des yz et des xz , auxquelles elles sont paral- 
lèles : Rx y P'x' , P^x^ . • . Sont donc les niomens des for- 
ces Rj P' y P'f y, .. par rapport au plan des yzy de même 
Ry^P'}' yP^y*^ ^ • • • sont leurs momens par rapport au plan 
des xz. Ainsi la réâuUiinie d'un système de forces paral^ 
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UUê êêiparaUèU à ce* forcée ^ ei égale à leur somme; êom 
moment^ par rapport à toui plan parallèle à letsrê direcr 
lions I eei égal à lu somme des momens des composaniss. 
Bien entendu que les iigne$ doivent toujours être dëtcr- 
minés d*après les considérations exposées ( 54)- 

* Ce théorème sert à faire connoitre la grandeur , la direo^ 
tion et la position de la résultante^ car il suffit de prendre 
les momens des composantes par rapport à deux plans 
parall^es , pour en conclure la distance de la résultante i 
CCS plans. 

* Si toutes les forces étoient disposées dans un même pUn, 
qu'on pourrait prendre pour celui des xy^ on auroii 
dors s'zsoy s^=Oy. • et par conséquent s =o; ainsi U 
résultante est située dans le plan des forces | et les équations 
se réduisent alors à 

et on a pour les coordonnées du point d'application 

P'x'+Pf^f+ttc. _ PV+PV-f-etc. ^ 

'^ P'+P'^etc. ' ^— P'-h/>t + etc. "'^^^^ 

t 57. Les équations (P) étant indépendantes des direc- 
tions des forces y il est évident que le point qui a pour 
oordonnécs Xy y y s doit rester le même, lorsqu'on fait 
prendre aux forces d'autres directions parallèles, pourvu 
qu'on ne change pas leurs points d'application. Il s'ensuit 
que dans tout système de forces parallèles , il existe un point 
indépendant de leurs directions communes; ce point, dont 
les valeurs ( P ) donnent les coordonnées , a été nommé 
centre des forces parallèles. On obser\-e en outre que ce 
centre est unique dans le système , et qu'il ne varie pat 
lorsqu'on fait varier proportionnellement les forces , ti 
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^*oii substitue n/** , nP"^**. *^» P^,... puis«^e c«l« 
revient à multiplier les deux tenues de cliaque traction par n* 
Lorsque les forces sont dispo5êes datis un uii^me plan « le 
centre des forces est dans ce plan » et ses ct>or\lonnt^ sont 
les valeurs (Al)- 11 seroit également facile de voir que 
lorscpie les points d'application des fondes sont sur ime même 
droite, le centre des forces est sur cette droite, 

58. Lorsque le svstème contient des forces qui agissent 
dans des sens opposes , tout ce qu'on vient de dire s*a|>- 
plique à ce cas, en déterminant convcnablciucnt les signes î 
mais il peut arriver une circonstance reinarquaMe. Si on 
cherche les résultantes de chacun des groupes do forces 
qui agissent dans un m^inc sens, on n'aura plus que deux 
^puissances opposées, qui devnmt ctro atTcctées de signet 
contraires : or , si ces puissances sont égales , on a 
P' + P'f + etc. = o , ou Rmo : alors , si elles ne sont 
pas dirigées dans la même ligne, on retonihe dans le cas 
ti'aité n°. 5?.. Mais si ces forces sont din*ctcmont op|>o8('es, 
ré([uilibrc existe dans le système; et comme on a nlora 
7Z=o, sans que x, >' et s soient infinis ^ les fonnules {0} 
deviennent 

P'^Pff^ttC.=Oy PV+P''jr^-f elc.rrro > 
JP'/H-PV'-Htc.=o, PV + P*3"-f.ctc. = o r*'^^' 

Ce sont les équations d*é<|uilibre d*im sjrstôme de forcei 
pai'allèles. 

V. Des forces de direct iona quelconques affiêêanl sur un 
système de formé inyariahle. 

59. Concevons un système de forces quelconques, et 
assignons à leurs grandeurs et à leurs directions les niéniee 
dénominations qu*au n**. 2 î ^ c'est-à-dire dttignuna lee 

5 
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forces par P' y P^....) tiommons *', C, y% les aDnglaf 
formes par la direction de la force P' avec les axes des * f 
des ) et des 2) de même tt^ j i^ ^ y''^ pour la force P", el 
ainsi des autres puissances^ Mais ici les forces n'étant pas 
supposées concourir en un même point ^ la position de cha-' 
cune doit être en outre déterminée par celle d'un des pointt 
de sa direction ^ tel que son point d'application au s^stème^ 
Soient donc ^ y y' y z' ) ar" ^ y'' , «" ,. . . . les coordonnée» 
des points d'application des forces P' ^P^ , . .. 

Supposons d'abord que l'équilibre a lieu , et que cet étal 
est produit^ parce qu'il existe dans le système un point fixe 
qui détruit l'action des puissances^ il est clair qu'elle» 
doivent pouvoir être réduites à d'autres qui passent par ce 
point; que nous supposerons être l^origine des coordonnées^ 
Exprimons analytiqueraent cette condition. 

Décomposons chaque force, au point même où elle est 
appliquée y en trois autres respectivement parallèles aux x f 
aux^ et aux z) soient X* y F' et Z* les trois composante» 
de P') de même soient^'', F^, Z 'Mes composantes de 

P^ y etc c'est-à-dire faisons 

P' cos «' = X' ^ P'f cos ^» = X" ; etc- 
P' cos C' = F' > Ptf cos C" =s F" > etc. 
P' cos y' t^Z'-j P" cos y" r= Z" j etc* 

D'après les principes développés dans le chapitre qui 
précède, il est facile de réduire tout le système à trois 
forces y Xj F et Z parallèles aux axes ; car, par exemple, 
les forces X' , X" , . . . . équivalent à une seule X égale à 
leur sonmie, parallèle aux x^ et dont le moment, par rap- 
port aux plans^} et xzj est égal à la somme de leurs nio- 
mens. Il en est de même des forces F', F'',. . . ) Z', Z"... 

?îg. M. Soit yj4x le plan xy sur lequel les^ forces X , Y ci Z sont 
proj citées en CX, ^F el F : en désignant par m et n 
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\t$ coordonnées; dans le sens des z^ des points d'application 
des forces X et K, ou a ^ 

XxC5=Xy+XV"+«tc.j Xm=:XV + X"::"-f.etc-N 

^ X DF=zZ'x'+Zfx"-\-eic.'^Zx FBznZy-^Z y f-i-cic.) 

Concevons que par la direction de X et par l'axe des or , 
on a fait passer un plan qui rencontre la force Z en un 
point; que nous regarderons comme celui oîi la puissance Z 
est appliquée j ce point ap pour ordonnée dans le sens des z, 
et est projette en F. Décomposons dans ce plan la force X 
en deux autres qui lui soient parallèles; Tune agissant suivant 
u4x (elle sera détruite par le point fixe^d^), et l'autre { 
projettée en jp{. On aura visiblement les équations 

Xx CBs=:lx BF, X/ii ={/).... (2). 

La force Y peut de même être décomposée en deux 
autres, l'une dirigée suivant j^y^ et détruite par le point 
fixe ^ ; et l'autre ^ projettée en F^» Et comme les forces 
Z yi^lx doivent être réductibles à une force dirigée vers 
le point A y d'après la nature du problème ; il s'ensuit 
visiblement que les forces 5 et ;^; doivent être appliquées au 
même point de la direction de Z^ qui a p pour ordonnée 
4ans le sens des z : ainsi on a les deux équations 
YX Z>//=;tX DFy rn = ;c/'.--t^)- 

La résultante des forces {, ;^ et Z a pour équations de 
$a direction les valeurs (/) u*». 24 > or, pour que cette ré- 
sultante passe par l'origine , il faut qu'on ait en même 
^ems x=o, ;sro etz = o: cette condition introduite 
dans les valeurs (/) donne ici (*) 

(*) Oo peut encore déduire les équations (4) p^^r une considë- 
{rafion assez simple ; en effet il est clair que si la résultante d«s 
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En éliminant { et ;^ entre les équations 2^ 5 et 4; on 
obtient 

Xx CB=:Yx DH, Xm=iZ x DF, Zx BF—Yn-y 

et à l'aide des expressions (i), on a enfin pour les équations 
d'équilibre d'un système autour de l'origine fixe 

X'>'+XV+ctc. — ( y^/H- Yfxn+eXc.)=o\ . 
JïV+XV + etc. — (Z':r'-f-Z''*" + etc.)=oV...(r). 
Z'y ' + Z^) " + etc. — ( Y'z' 4- y''»" + etc.) == o j 

La première de ces équations indique que la différence 
des momens , par rapport à l'axe des z , des composantes 
parallèles aux x et aux y , est nidle. Les deux autres équâ* 
tiens fournissent des conséquences analogues relativement 
aux autres axes. 

Ces équations s'énoncent encore d'une autre manière; 
observons que X'y' est le moment de la projection sur le 
plan xyj de la force X'y par rapport à l'axe des arj de 
même , Y'^x' est le moment de la projection sur le même 
plan de la force Y' relativement à l'axe des y : donc , par 
le théorème des momens (27), X' et Y' étant les compo- 
santes de la projection de P' sur ce plan^ X'y' "^ Y'x' est 
le moment , par rapport à Taxe des s , de la résultante de X! 
et Y' j c'est-à-dire de la composante de P' ^ prise dans un 
plan perpendiculaire à l'axe des z. Les deux autres équa- 
tions fournissent des conséquences analogues par rapport 

l'orrcs f , ;^ et -Z passe parle point A, et se projette suivant 
AFG , en construisant un parallclipipède sur la droite menée 
tic A au point d'application de ces trois forces , il sera semblable 
à relui qui donne leur rësullantc ; il rc^snlte de celte similitude 
Ati proportions qui conduisent aux équations (4j. 
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aux^ et aux x. Donc la somme des momens par rapport à 
l'un des axesj des composantes prises dans des plans per^ 
pendwulcUres à cet axe | est nulle, 

40. Nous avons supposé j dana ce qui vient d'être dit , 
que le système étoit invariablement fixe à un point , de 
sorte que les équations (T) expriment seulement que le sys- 
tème ne peut tourner autour de ce point* Au b'eu de sup- 
poser^quc Torigine est fixe, on peut la supposer retenue par 
des puissances qu'on concevra réduites à trois , respecd* 
yement parallèles à chaque axe. Or, il résulte des décom- 
positions précédentes j que celle qui agit dans le sens des x, 
est la résultante des forces X', X^- . . et par conséquent est 
égale à leur somme; on en dira autant par rapport aux 
autres axes : de sorte que X SS X' + X" + etc., 
F= r'+ F'^ + etc, Z=Z*^ Z^ +etc. seront les 
forces employées à retenir le corps dans le sens des x y des y 
et des s. Ainsi , pour que l'équilibre ait lieu dans le sys- 
tème, lorsqu'il ne contient aucun point fixe^ il faut qu'outre 
les trois écpiations {T)y on ait les suivantes , qui expriment 
que les forces employées à fixer Torigine sont nidles 



X=X' + X'^ + X"'+ etc. = o 

F= y'4- !"/+ r'"-f etc. = o } {U). 

Z = Z'-^ Z" + Z"f + etc. 



. = o -; 



41. Si les puissances P% P" . . . . étoient appliquées aux 
divers points d'une figure plane, et disposées dans le plan 
de celle figure, que nous regarderons comme celui desxv, 
on aiiroil alors Z' =o, Z"= o. . • s'=r o, s"=rô. ... : 
il s'ensuit <juc les écjualions ( T) se réduisent dans ce cas à 
la première 

Xy — Y'x' . h X'fjc'f ^ y^v* 4- etc. = o. 

Cette équation exprime l'clat d'é<iuilibre des puissances 
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autour de ï'ongmc û\e i or, on observe que X'y' et Y'x* 
sont les nionicns, par rapport à l'origine, des forces X' e% 
y ; ainsi Xy — Y'x' est le moment de leur résultante P'^ 
aussi par rapport à l'origine (27) : il en est de même des 
autres forces. Abaissons de Torigine des perpendiculaires 
sur les forces P'f P'' . . • • et désignons leurs longueur^ 
respectives par />', /?".,. on aura P'p' = X'}' — V^x'n.. 
donc IVijuation précédente devient 

P'pi -{- pHpit ^ piupin ^ etc. = o. 

Mais si l'origine n'est point fixe , il faut en outre avoir 
recours aux équations {U) , qui se réduisent aux deux prfli- 
inières ; et comme X' = P' cqs *', Y' = P' sin «' j etc, 
on a, pour exprimer l'é^libre du système, les trois équation^ 

i>y + Pffpti + etc. = o , ^ 

P' cos mf + P^ cos «'' + etc. = 0, > . . . . {F). 
P* sin a* W- P" sin «'^ + etc. ss o , -J 



On auroit pu arriver à ces équations dans les deux cas , ei^ 
appliquant ici tous les raisonnemens que nous avons dé*, 
yeloppés sur le cas général ^ mais nous ne nous y arrêterons 
pas. Nous ferons seulement obse^^'er qu'ici le théorème de^j 
.moniens; qui est renfermé dans la première de ces équa- 
tions , n'est plus une conséquence des deux autres , comme 
précédemment (27); mais qu'elle renferme des conditions 
nécessaires à l'étal du système pour cjue l'écjuilibre ait lieu. 

42, Si le système a deux de ses points fixes ^ c'est^àrdirQ 
s'il est assujetti à tourner autour de Taxe qui passe par 
ces deux points, cherchons la condition nécessaire pour 
que l'équilibre ait lieu. 

Décomposons , comme précédenunent , chaque force 
•n trois autres qui soient parallèles aux trois axes, et ré- 
gulions chacun des ^upes parallèle^ à un des axes \\ 
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une seule force. Ix, (jstèine sera par là réduit à trois pui»^ 
tances Xf Vei Z. Supposons que Taxe fixe soit celui des z ^ 
la force Z éiskni parallèle à cet axe ne peut produire de 
mouvement y et il suiïit d'exprimer analytiquement que les 
forces X et y équivalent à d'autres qui passent par cet axe. I^îs» >)• 
Pour cela , faisons passer par la force V liii plan BjiC 
parallèle au plan xy , il rencontrera Taxe Az en -ri^, et les 
plans des jrzet des j-z seront z-^ Cet zuéB, La puissance F 
sera en Z>K, et la force A^ en JFfX', et on aura (56) 

Xx EFzzzxy+x^yf-+^ic.yrx jâF=rx'+r^xi'+eu:. 

Cela posé, menons par l'axe fixe un plan quelconque , tel 
que zADK j il rencontrera la force F en Z> , et la force X 
en Ht menons par ces points D elH une droite DHI ^ et 
décomposons la force -Y en deux autres parallèles j Tune \ 
passant en £>, et dans le plan ^^C 3 l'antre r^ncoixtrent 
l'axe fixe en / j celle-ci sera détruite par cet axe* G>mme 

/// AG EF 

on a j^ =: — =^ — , on en conclura que 

ix FD — XxEF. 

Exprimons maintenant cpe les forces K et ( ont Icvr 
résultante dirigée suivant AD' i pour cela, obsenrons que si 
on fait X :so y ttjr siz, o dans l'équation {E) n\ :|S , qui eat 
celle de la ^résultante , on a la condition qui exprima que 
cette force passe par l'origine ^ cette condition est ici 

{ X FD= y X AF. 

Donc pour que les forces F et X équivalent à d'autres 
.qui soknt dirigées vers l'ase.fixe , il iaut qu'on ait 
JX x.EFz=: Yx AFqh 

jpy — rx* + xf^r" — v^^ + etc. =r o (X). 

Cette équation est celle qui exprime que le système eït en, 
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équilibre autour de Taxe fixe. Ainsi il ne fâutqn'uneëqnafîon 
de condition qui erprirne que la somme des niomens , par 
rapport à Vaxe fixe , âtis composantes prises dans des 
pians perpendiculaires à cet axe, est nulle* 

45. En rapprochant ce théorème de ce qu'on a vu ci- 
dessus j on remanpie que pour qu'un système soit en équi- 
libre autour d'un point fixe, il doit remplir les trois condi- 
tions auxquelles il scroit assujetti , s'il y ayoit trois axes 
fixés rectangulaires passant par ce point ; et si le système 
est libre; il faut en outre qu'il satisfasse aux équations (L/)> 
qui, n'étant autre chose que les valeurs {J) , indiquent que 
•si on transporte les forces parallèlement à elles-mêmes 
pour les appHquer toutes en un même point j l'équilibre 
devra encore avoir lieu dans cet état. 

: 44* Supposons qu'il n'jr ait pas équilibre dans le système ; 
réduisons-le , comme ci-dessus ; à trois forces X ^ V et 2 
parallèles aux axes ^ faisons passer par la force X un plan 
quelconque y il rencontrera les forces K et ^ chacune en 
un point : or , si on décompose dans ce plan la force X en 
deux autres qui soient appliquées en ces points , le système 
sera réduit à qaaU*e forces qui se rencontreront deux àdcux, 
et qui seront situées dans des plans respectivement paraW 
lèles aux plans des xjr et des xz. Ces quatre forces équivau* 
dront à deux qui , en général ; ne se rencontreront pas : 
donc le syrstéme a deux résultantes. Il seroit facile d'ap- 
pliquer ici le calcul , et de déterminer ces forces. 

Mais il peut arriver que ces deux forces se rencontrent} 
alors le système n'a qu'une seule résultante iî. Conifne eh 
y introduisant la force — R , l'équilibre a lieu , les équa- 
tions ( 7^ et ( L/) doivent être satisfaites. Mais alors celle-- 
ci devenant (G), page 19, les.iquations (H) déterminent 
la grandeur et la direction de la résultuite R» Soient a: ^ 
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j' ti z les coordonnées de l'un de ses points : faisonf , 
pour abréger , 

L^Xy^Y'x'yetc. M^Z'x^-X'z'yeic. 7V--(rz'-Z'j^)*etc. 

En ayant égard à la force - /l , les équations (7*) deviennent 

Xx—rx = L, Zx — Xz = M, Yz — Zy=N\ 

ce qui détermine x^ y et z. Si on élimine deux de ces quan- 
tités ; la troisième disparoit d'clle-méuic : ainsi en multi- 
pliant ces équations respectives par Z , Fet J(, et ajoutant 

on a 

LZ^MY+NK^o. 

Equation sans laquelle les trois équations précédentes ne 
peuvent avoir lieu à-la-fois ^ et qui exprime une condition 
entre les données du problème pour que les forces soient 
réductibles à une seule. 

45. Lorsque les forces sont dans nn même plan ^ il n'y 
a qu'une seule résultante. En effet ^ réduisons nos forces à 
deux autres A^ et K parallèles à deux axes t ces forces 8e>* 
ront déterminées par les équations (55) \ et on aura 

A: = A' + A-'y -hctc. Xy= X'y + Xfj^" -f etc- 
Y=Y'+Y^ + etc. Xx= X'x' + X^tx" + etc. 

Il est clair maintenant que ces deux forces A et K équivau- 
dront à une seule R qui sera la diagonale du rectangle 
construit sur -Y et Y : ainsi on aura, comme au n*. 25 , les 
équations {B y Cet D) qui déterminent la grandeur de la 
résultante et l'angle « qu'elle fait avec l'axe des x. Pour 
avoir sa distance rà l'origine , on observe que son moment 
par rapport à l'origine ^ est la différence des niomens des 
composantes Aet Y y (27)5 ainsi iîrss A)^— Kr, ou plut^ 

A- = A>-'— rjr^-f-A'^^'y— r^ar«^+.eic., . 
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ou bien ca raisonnant coimiie au numéro (41) 

Rr :i= Py + Pfipff + eic (K). 

Désignons par 17 U somme des momens des forces par rapport 
à l'origine , nous aurons /lr=s n , équation qui détermine r. 

'•g* M' Soient donc ^x et ^j' les axes des x et dcs^ , on mènera 

par l'origine la droite ^;> =i r, faisant avec Ay un angle 

= ^ j la droite RB perpendiculaire à Ap sera la direction 

de la résultante. On remarque qu'il y a quatre droites qui 

satisfont à cette construction \ mais les signes de sin « ^ . 

cos m y et tang « serviront à lever toute incertitude à cet 

égard. On a d'ailleurs pour l'équation de la ligne 

BR y y = tang «. j: + AB } or dans le triangle ApB , 

._ r n /„ n 

on a AB = = •= , ou AB =: -rr- • et comme 

cos « n cos « ' X 

Y 

tang « =z -rr > on en conclut que l'équation de la lignû 

46* Supposons i]ue l'équilibre n'hait point lieu entre des 
forces situées dans le plan xy , l'origine étant fire j alors 
l'équation du n^. 41 n'est point satisfaite } di^>08ons une 
force Q y telle qu'elle satisfasse a cette équation ', q dési* 
gnant la distance do cette force à l'origine ^ on a 

Qq + Py + P^pn -4- etc. — o. 

Les forces Q , P' y P^ ^ . • • seront en équilibre autour 
de l'origine fixe. Or cette équation ne fait connoStre que 
Tune des deux quantités Q et q 'y l'autre est entièrement 
arbitraire y ainsi que la direction de la force Q : donc le 
problème est indéterminé. Dans ce cas on peut disposer ^ 
des. grandeurs arbitraires , de manière ^ obtenir une pres- 
sion de grandeur et de directions données» Dans tout 
autre problème semblable à celui-ci il seroit facile de faire 
un raisonnement analogue^ 
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VL Des pressions sur les points et axes fixes. 

47. Pour que la résultante d*un système soit détruite il • 
faut qu'elle passe par un axe ou un point fixe : niais il est 
Ires-important de connoître queUe pression cet axe ou ce 
point éprouve ; car s'il n'est point capable d'une résistance 
indéfinie , l'obstacle n'est pas suffisant pour détruire l'ac- 
tion des forces. Or cette pression est visiblement égale 
et opposée à la force qui devroit être employée pour pro^ 
diiire l'équilibre dans le système , sans le secours de l'axe 
ou du point fixe , puisque la réaction est toujours égale 

à l'action j si donc on cherche la résultante du sjrstème , 
le point où elle est appliquée doit éprouver un eiTort de 
même grandeur et de même direction cju'elle. Ainsi , 
d'après ce qui a été dit précédemment y la recherche de 
la pression exercée sur un point fixe n'a aucune difficulté 
puisqu'elle est rcdm'te à celle de la résultante. 

Quand il s'agit d'un axe fixe, il arrive souvent qu'il est ♦ 
retenu en deux points , qu'on appelle tourillons , dans 
des colliers ou crapaudines : alors il est beaucoup moins 
intéressant de connoître la pression qu'éprouve le point 
oii la résultante rencontre l'axe , que l'effort qui en ré* 
suite- sur les points d'appui. Soieut donc EF l'axe fixe j Kg. jC. 
AyBXes deux colliers 5 iîJlf la résultante. Pour trouver 
la pression exercée en A oitii B ^ il ne s'agit que de dé- 
composer la force R en deux autres appliquées en ces 
points. Ce problème a été résolu n". 33 , et les é<|uationi 
(Af ) en donnent la solution. 

48. Dans ce que nous avons dit n*. 42 ; lorsqu'il s'agis* 
soit de l'équilibre autour d'un axe fixe , nous avons omis 
).a force qui étoit parallèle à cet axe y mais lorsqu'il s'agit 
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<3e dëtérmîner les pressions qu'il éprouve , on ne peut se 
fig. a5. «dispenser d'y avoir égard : cherchons donc l'effet qucf pro- 
duit sur un axe AB , fixe en ^ et en /? , la force R qui lui 
* est parallèle y et qui en est distante de ACz=. BD-=zr> Soit 
AB = a , et supposons que la force R agit de C vers Dm 
Appliquons en A deux forces M et Q dans les directions 
A M et AQ]ei au point j^^ la force «S, dirigée suivant BS : 
déterminons les trois forces M ^ Q et »S de manière à pro- 
duire l'équilibre dans le système CABD , et nous connoî- 
trons les efforts exercés en A eX. en B, Or si on prend A 
pour origine y AB pour axe des x y AC pour axe des jr p 
les équations d'équilibre ( ^) deviennent ici 

ii — Ar = o, 6— Çz=o, /Ir— iyar=o. 
/■ 

La première de ces valeurs fait voir que le corps est soUi- 
cité dans le sens de AB comme si la puissance R agissoit 
suivant cette droite même : les deux autres donnent 

Rr 

5 S5 Q = — y ainsi la force R tend à faire tourner l'axe 
^ a 

autour des points A et B y en sens opposés, et avec une 

action égale. 

VU. De la décomposition des forces, 

^ 49« D'î^près ce qui a été exposé y on voit qu'il sera tou* 
jours possible de déterminer la grandeur , la direction et la 
position de la résufîûnte d*un système donné de forces : 
cl on peut remarquer que nous avons fait dépendre toute 
notre théorie de ce principe , deux forces épates et direc* 
tement opposées se détruisent. Le problème inverse est ce 
qui doit maintenant nous occupier. Ce problème consiste à 
décomposer au contraire une force donnée en plusieurs 
autres. Pour le résoudre^ il faut supposer que la résultante R 
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«it donnée y et qu'il s'agit d'en trouver les composantes : 

c*es^à^-dire qu'il faut regarder comme connu , dans les 

équaJLions précédemment obtenues y tout ce qui est propre à 

la résultante et chercher tout ce qui dépend des compo» 

santés : or il est clair que ce problème renferme plus oa 

moins d'indétermination.' * ' • ' 

Par exemple si on veut décomposer une force H , en ♦ 

d'autres forces P' , P^ 7 • • • agissant sur Ifc même point , et 

disposées dans le même plan y il est clair qu'il faut trouver 

les grandeurs et les directions de ces dernières à l'aide des ^ 

équations ( 5 , ^5 ) , c'est-à-dire déterminer P'yP'f ^.,. m' mf^ 

parles éijuations - ! :. 

• . ■ 
P' cos n' + pn cos «^^ + etc. = !R cos «• 

P' sin »' + P'i sin «'^ -f- etc. = iî sin «. 

Or comme elles ne peuvent faire connoîtrc que deux dé 
ces quantités, on voit qu'on pourra disposer de toutes, 
excepté de dent d'entr'elles. 

Pareillement si on vduloit que les composantes fussent 
appli({uées au même point y mais disposées dans l'espace , 
on emploieroit les équations (G) cjiîi ne déterminent que 
les sonmies Xy V cl Z des composantes dans le sens de 
chaque axe. L'indétermination est ici plus grande quoique 
le nombre des écpiations soit plus considérable y parce que 
celui tics inconnues est augmenté. 

En général y pour décomposer une force donnée R en 
d'autres, il faut employer les é<|uation8 {B)y(Cf)y {T)y{U) 
ou C O suivant les diverses circonstances , et disposer ar- 
bitroircmciit de plusieurs des inconnues , de manière qu'il 
u*en reste (ju'un nombre égal k celui des équations. 
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C H A P I T R E, I I. 

De J.A PESANTEUR ET DU CILNTEE PE G|lAVIXi» 

I. Propositions générales^ 

5o, Xj*£^p^eien€£ nous apprend que les corps aban-* 
^ donnes à eux^méoiesiëprouvcnt des efforts dirigés vers le 
centre de la terre : celte direction se nomme i>erlicale ; 
c'est celle quq^prend dans le vide , un corps qui n'est re- 
tenu par aucun obstacle. On appelle plan horisontal celui 
qui est perpendiculaire à la verticale. Non-seulement tous 
les corps sont soumis à cette action y mais leurs parties le^ 
plus intimes y sont séparément sujettes : ainsi les portions 
(juelconques d^un corps divisé ton^bent isolément , si au- 
cun effort ne les arrête ; on voit-, même que chacune de 
ces parties driûve à la surface de la terre dans le même 
tcms qu'emploieroit le corps entier. Si les choses nous pa- 
roissent se passer différenmient j cela tient à la résistance 
de Tair : sous le récipient de la machine pneui^iatique y Tor 
^ et la plume la plus légère mettent le même tems à des- 
cendre. 

Cette tendance universelle- n'est pas essentielle aux corps j 
c'est un effort réel dont la matière , par elle-même , est in- 
capable^ ainsi il est dû à une puissance extérieure à laquelle 
on a donné le nom de gravit^ ou pesanteur. La pesan-* 
teur est doiic une force dont l'action s'exerce continuelle- 
ment et séparément sur toutes les molécules de la matière i 
on donne le nom de poids à la résultante de ces actions. 
On ne doit donc pas confondre la pesanteur avec le poids i 
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J^uiçque la pesanteur est la force qui imprime des impul* 
sions égales aux diverses particules des corps y tandis que 
le poids est la résultante de toutes ces impulsions. 

'On appelle masse d*un corps la quantité absolue de 
matière dont il est coitiposé c et il faut bien distinguer la 
masse d'un corps de son volume , c'est-à-dire , de l'espace 
géométrique renfermé par sa surface ; car l'expérience nous 
n appris que tous les corps sont criblés en tout sens d'une 
infinité de trous on pores ) ils ont donc des quantités de 
matière bien différentes sous des volumes égaux } c'est ce 
qui fait que tous les corps n'ont pas même poids ; quoique 
tous soient sollicités par la même forcer Connue la gravité 
n'exerce son action que sur la partie matérielle des corps y 
il s'en suit que le poids est proportionnel à la masse : d'oii 
l'on voit que le poids dépend de la masse des corps ^ 
tandis que la pesanteur en est indépendante^ 

Si. On a nommé densité le rapport de la masse au 
Volume f de sorte qu'on dit qu'une substance est plus dense 
qu'une autre y lorsqu'elle a plus de masse sous un volume 
égal. Si on avoit une substance qui n'eût point de pores y 
sa densité seroit la plus grande possible y et en lui compa-* 
rant la densité des autres corps y on auroit la quantité de 
matière cpi'ils renferment ; mais ne connoissant point de 
substances semblables , nous ne pouvons avoir que les den- 
sités relatives des corps, c'est-à-dire, le ^rapport de l«ur 
densité à celle d'une substance donnée : de sorte que dans 

Téquation D = ^— , où D est la densité, 3/ la masse, et F' 

le volimie d'un corps , les quantités /> , M et F' expriment 
des rapports à des unités de leur espèce» 

Si d y m, et u désignent la densité , la masse et le vo^ 
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lume d'un autre corps, on aura aussi û?=;: — ; on déduit 

de là que s 

1°. IjCs masses de deux corps sont en raison difecte 
de leurs volunies à densités égales { car d zzz D donne 
Mm 

IF =7- 

â°. Les masses étant égales, les densités des substancfi 
sptat en raison inverse des volumes } csur m=zM donne 

5^. Les densités de deux corps sont en raison directe 
de leurs masses , à volunies égaux ^ car vzrz V donne 
D _M 
d m 

On observera ^onpeut suhsiituer les poids aux masse$^ 
à cause de la proportionnalité j et comme dans les corps Ao-» 
mo gènes y c'est-à-dîre , de même nature , la densité est 
constante, on peut substituer aussi les volimies aux masses. 

52. Lorsque les corps obéissent à l'action de la gravité , 
les verticales décrites par leurs molécules se joignent au 
centre dé la terre : ainsi ces verticales ne sont pas àts lignes 
parallèles^ Mais conmie , de tous les corps qui sont à notre 
disposition^ il n^qu est aucun dont le volume soit assczi 
considérable , pour que ses dimensions soient comparables 
au rayon de la terre , on peut regarder les verticales conuiie 
des droites parallèles dans un espace de peu d'étendue , sans 
avoir à craindre (pi'il en puisse résulter d'erreur sensible. 
Ainsi les actions de la pesanteur peuvent être considérées 
connue celles de forces parallèles appliqué^ aux diverses 
molécules des corps. Tout ce qui a été dit (5o et suivans ) 
a donc lieu ici ; reprenons les résultats déjà obtenus , et 
a]>|^quons-4es à la gravité. 
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i*. Quand il s*agit de la pesanteur , le centre des forces ♦ 
se nomme centre de gravité ou d'inertie; ce centre est 
donc (57) le point par lequel passe la résultante de tous 
les efforts verticaux, exercés sur chaque molécule par 
l'action de la pesanteur : cette résultante est parallèle aux 
forces, c'est-à-dire verticale, et sa grandeur est ce qui 
constitue le poids du corps. 

2?. Quelle que soit la position qu'on donne au corps , ♦ 
cette résultante passera toujours par le centre de gravité, 
puisque cela équivaut à changer la direction dés puissances, 
9ans changer leuHs grandeurs , et sans qu'elles cessent d'être 
parallèles. 

5** Un corps pesant est en équilibre, si son centre de 4- 
gravité est soutenu» 

Ifp L'effort emplojé à soiU^mr ce centre est le poids * 
même du corps. 

5*. Lorsqu'on veut trouver le centre <te gravité c^un ♦ 
système de corps p on peut supposer la niasse de cliaaun 
4'eux concentrée cfn son centre de gravité propre , puisque 
le poids de chaque corps est une masse qui passe par ce 
jeentre : par là , oo< n'aura ^>lu^ à considérer qu^un système 
4e points pesons. 

6°. Pour trouver le centre d'inertie mécaniquement , 4. 
il sufïït de suspendre successivement le corps dans deux 
positions d'équilibre, à l'aide de fils verticaux appliqués 
tour-4-tour en deux points dîfférens de ce corps j le point 
d'intersection de ces d'eux fils s,era le centre cherché. 

55* Nous dirons qu'un coq>s estî symétrique par rapport 1^ 
à un plan ou à un- axe , lorsque ses molécules* seront dis^ 
posées deux à deux, à la même distance de ce plan ou de 
cet axe. 

Concevons un corps homogène , symétrique par rapport 
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à un plan : il est clair que la somme des momens des moic-« 
cules y par rapport à ce plan y doit être nulle. En effet y si 
Ton prend deux molécules qui soient disposées à la même 
distance de ce plan y leuj^ mômens seront égaux et de 
signes contraires} et on peut en dire autant de toutes les 
molécules prises deux à deux. Ainsi la résultante du sys- 
tème sera dans ce plan (56), et par conséquent le centre 
de gravité y sera aussi : donc toui corps homogène , symé^ 
trique par rapport à un plan, a son centre de gravité 
dans ce plan . 

La même chose a lieu pour une droite; c'est-à-dire que 
tout corps homogène, symétrique par rapport à un axe, a 
son centre de gravité sur cet axe^ Car ce corps sera sjrmé- 
triquc par rapport à deux plans quelconques qu'on feroit 
passer par cet axe : le centre de gravité devant se trouver 
dans chacun de ces deux plans , sera par conséquent sur 
leur intersection. 

La même raison fait voir qu'il est le centre de figure f 
c'estrà»dirc le point par rapport auquel tout le corps est 
symétrique : ainsi donc le centre de gravité d'une droite 
est en son milieu ^ celui d'un cercle^ d'une circonférence, 
d'une sphère, d'un polygone régulier, etc* est au centre j 
celui d'un cylindre est au milieu de son axe, etc« 

54- Nous avons vu que les valeurs (P) faisoient con- 
noître la position du centre des forces parallèles , et don- 
noicnt les trois coordonnées de ce point. Faisons-leur 
prendre la forme convenable pour qu'elles donnent celles 
du centre de gravité. Ici les forces P' P^y . • • . etc. sont 
les actions que la pesanteur exerce sur chaque molécule , 
actions proportionnelles aux masses sur lesquelles elles 
agissent, d'après ce qu'on a vu (5o). Soient m'y m",. . . le* 
iixasses des molécules sollicitées par la pesanteur ) x' iJ* et a' 
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les trois coordonnées de m') x^y j^y z" celles de m" y etc. 
on a P'=:gm'y P^ = ^m*, etc. Les valeurs {P) donnent 
donc pour les coordonnées JC, F et Z du centre de gra- 
vité, 






m'4-TO''-+etc. 
-etc. 



_ m'z'+m'fzff -i- etc. ] 
' m' -+- m^ -f- etc. 

•Ces résultats sont indépendans de la force avec laquelle 
la gravité exerce son action. C'est cette raison qui a engagé' 
JE,u\er à préférer le nom de centre d'inertie k celui de 
centre de gravité^ 

On peut écrire ces formules d'une manière concentrée 
qui est fort conunode. On observe que le numérateur de la 
valeiu* de Xy est une sonmie de termes de nxéme forme que 
mxy en affectant le premier ternie d'un accent^ le second , 
<le deux, ctç,. ...On remplace m'a' «4- j?**'*" + etc. par 
X'(mx)'y pareillement wiV+ /«"/"•+• etc, par 7:*(my)y 
m'z' + m"5^ + etc. par X. {mz)yCi enfin m' -f- m" 4- etc. 
ou la masse .entière du système par £ • (m). Par là, on a 
pour les coordonnées du jcentrc de gravité les formules 

'Z.(m) ' 2. (m) ' 2. (m) ^ " 

équations dans lesquelles le caractère S indique une somme 
de termes de même forme, ou une intégrale finie, lorsque 
le nombre des points est lui-niéme fini) et une véritable 
intégrale de «piautités infinitésimales, lorsque le nombre des 
points est infini. C'est ce qui sera bientôt éclairci. 

55. Il arrive quelquefois qu'on prend dans un système le 
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QiOtrcjd'mertie|K>ur origine des coordonnas} alor$ ont 
JCz^Of Vsz o^ Z = o j on conclut de là que 

w'ay-+-m»**+etc. =• ouS.(/mr)=o \ 
in^-'-f./fi'^^ + etc. =0 ou2.(/7ï7-)=o >....(C). 
mV + m"z'f + etc. =o ou Z.{m3) ïeo 3 

Si le centre d'inertie ëtoit dans le planj's, la première de 
ces cqualions auroit seule lieu) s'il «ftoit dansi'axe des Zf on 
auroit à-la-fois les deux premières , etc. 

56. Les équations {B'^ O ) servent à faire connoître les 
trois coordonnées du centre d'inertie d'un système de 
points; ou d'un corps continu ^ et par conséquent la dis* 
tance de ce centre aux plans respectifs des }z, des x% et 
des xy. On peut remarquer que ces équations ne sont qu'un 
énoncé du théorème des momens (5G); car la première ^ par 
exemple , équivaut à (/ii'+m*-+-€tc.) X'sz.m' x' '\-m^ x^ •\- etc. 
Or, (in'+ ji»* + etc.) x A" est le moment par rapport au 
plan j'z, du corps entier considéré connue concentré en 
«on centre d'inertie j m'a/, m^x^^ etc. sont les momens 
des molécules par rapport au même plan. Donc pour avoir 
la distance du centre de gravité d^un corps à un plan 
il faut multiplier un de ses élémens par sa distance à ce 
plan y et intégrer dans toute V étendue du corps; on aura 
la somme des momens de ces élémens : il faudra ensuite 
diviser par la masse entière du corps. 

On observera que si le système est homogène, on pourra 
remplacer les masses par leurs volumes, puisqu'elles leur 
sont proportionnelles j et que s'il est composé de molécule» 
réunies dans un même plan , il suffira de prendre les mo« 
mens par rapport à des axes tracés dans ce plan. 
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Ui Des centres de gravité des corps terminés par deê 
droites ou des pl-ans» 

57» IVouver le centre de gravité du contour d*unpoîy^ «- 
gone rectili^ne quelconque* 

Supposons le poids de chacun des côtes du polygone * 
jiBCDE concentré en son centre de gravité qui est en son Y\g» 17. 
milieu G'j G^;. • • . et cherchons la résultante ; soit par le 
principe de la composition des forces (5o) , soit par celui 
des nionicns (5(5). 

1**. Si on se sert de la théorie de la composition des ♦ 
forces , on trouvera le centre / de gravité des deux droites 
Ali ci BC h. Taide des équations (L) y dans lesquelles on 
fera P et Ç égaux à j4B et BC\ On aura de la même ma- 
nière le centre de gravité H du système des trois côtés 
ABf BCy CD y en supposant qu'il jr a en / une force 
AB-^BC y et en G^ une autre forée parallèle à la première 
et égale à CD y ainsi de suite* 

2". Si on veut employer le principe des momens^ on ^ 
mènera dans le plan du polygone deux axes quelconques 
FjCy Fjr perpendiculaires entr'eux « on désignera par x'yy'y 
^''yj'^y etc. les distances des centres de gravité de chacun 
des côtés à ces deux axes, et par c'y c*,. . . . les longueurs 
respectives de ces côtés; c'est-à-dire qu'on fera 

x' =z= P'F = N'a' y y = P'G'y c' = AB} etc. 

La position de la résultante, par rapport à chacun des ^ 
deux axes, sera déterminée par les équations (Ry 56) 

^_ c'x* + cfx'''heXc. c'y + 6-^r ^ + etc. 

^~ c' + c'^+etc. '^ c'4-f«-T-etc. 

Ces valeurs détermineront sur les axes Fx y Fjy les points 
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Q et Zf j on mènera donc par ces points des droites indé- 
finies QOy LO , parallèles à //, Fx^ leur point O 
d'intersection sera le centre de gravité demandé. 

* 58. Trouver le centre de gravité de l'aire d'un trian^ 
Fig. a8. rectiligne. 

* Soit le triangle ABC) ij est clair que si on divise le 
côté AD , au point D , en deux parties égales , la droite CD 
coupera la surface du triangle en deuxparlies symétriques (55)î 
puisqu'elle coupera en deux parties égales toute drqite pa- 
rallèle à AB. On en peut dire autant de la droite AE ^ 
menée au point Ej niilicu de CB : donc le centre d'inertie 
sera à-la-fois sur les droites AE et CD\ ce centre sera 
donc à leur intersection G. 

* Si on veut savoir en quel point de AE le centre G doit 
£»tre placé, il est aisé dç se convaincre qu'il est aux deux 
tiers de cette ligne à partir du sommet. £n effet ^ li| 
droite DE passant par E eX D y couper^ les côtés AB j 
/?6* en deux parties égales; elle sera donc parallèle a -/^Cj» 
et sa longueur sera la moitié de AC Mais les triangles sem- 
blables AGC , GDE donnent ^ = -^^ , donc 

GEz=i^ AGy c'est-à-dire que si on divise AE en trois 
parties égales, GE sera l'une d'elles, et G A contiendra 
les deux autres. 

»»5« *9. 59. TrQUver le centre de gravité de Paire d*un poly- 
gof\e rtctiligne quelconque. 

* On mènera de l'un des angles >^ du polygone, des diago-r 
nales ACy AD y qui le décomposeront en plusieurs trian- 
gles, dont on cherchera séparément les centres de gravitq 
G' , G", G'" y par le procédé précédent. On supi)OScra le 
poids de chaque triangle concentré en ce point (52, 5*.), et 
on cherchera la résultante, soit à l'aide du principe de U 
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Composition des forces (5o)y soit à l'aide de celui des 
momens (5o). 

!•. Dans le premi.er cas , on unira G' et G^ par une « 
droite j on supposera deux forces parallèles , respective- 
ment égales aux surfaces ABC ^ A CD , c'est-à-dire, aux 
aires de ces triangles , appliquées en G' et C , on aura le 
point O d'application de la résultante à l'aide de l'équa- 
tion (Z/). On aura de même le point H d'application de la 
résultante totale. 

2,^. bans le second cas, on imitera ce qui a été fait dans fr 
le paragraphe 67 ) on mènera dans le plan du polygone 
deux axes arbitraires perpendiculaires entr'eux \ on suppo-^ 
sera que c' , c'f , etc. sont les masses , c'est-à-dire , les aires 
des triangles ) et que ^ }j' jx'* yjr'f y etc. sont les distances 
entre les axes et les centres de gravité G' y G", G'" de 
chacun de ces triangles. On aura pour les distances de ces 
mêmes axes au centre de gravité du polygone les valeurs 
{R y 56 ). On prendra siu* chaque axe un point distant de 
leur intersection j d'une quantité égale respectivement 
à chacune de ces deux valeurs ; on mènera par ces points 
des parallèles à ces mémos axes : leur intersection sera le 
centre de gravité cherché. 

60. On voit y d'après ce court exposé , qu'on pourra • 
trouver le centre de gravité d'un système quelconque de 
droites , ou d'aires planes terminées par des droites. Il ne 
faudra que chercher le centre de gravité de chacune des 
parties : le problème sera réduit à trouver celui d'un sys« 
tème de points ; ce qu'on peut faire , soit à l'aide de la 
théorie de la composition des forces , soit à l'aide du prin- 
cipe des momens. 

61. Trouver le centré de gravité du volume dhin prisme » 
quelconque à bases opposées parallèles. 
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On cherchera les centres de gravité des surfaces de ses 
bases y et on mènera une droite par ces deux points ; elle 
sera placée symétriquement par rapport au solide , et de- 
vra (55) contenir le centre de gravité cherché , qui sera en 
son milieu. 

* 62. IVouver le centre de gramté (Tune pyramide. 

On cherchera le centre de gravité de la base , et on 
mènera une droite du sommet à ce point ) elle sera dispo-t 
sée symétriquement , et devra contenir le centre cherché ; 
il y sera d'ailleurs placé aux trois quarts de sa longueur à 
partir du sommet. Pour démontrer cette proposition^ nous 
distinguerons deux cas. 
Fig. 3o. i«, Si la pyramide est triangulaire • on aura les cen-» 
très de gravité F et G dos faces BCD et ABC y en menant 
du milieu E de l'arête BC des droites aux angles A eX D ^ 
et prenant EF-= ^nED , puis EG ss ^*AE , les droites 
AF et GD devront se couper en un point H puisqu'elles 
sont dans le plan AED 1 de plus chacune d'elles devra 
contenir le centre de gravité cherché (53) qui sera par con^ 
sof[uent en H, Menons GF ) cette droite sera parallèle à 
AD y et sa longueur sera le tiers de AD } car elle coupe 
ED et EA au tiers de leurs longueurs respectives. Et 
. comme les triangles GHF et AHD sont semblables y ota a 

„ = , donc HFz=. \ AH 'y et si on divise AF en 

quatre ^wirties égales y H F sera l'une d'elles y et AH con-^ 
tiendra les trois autres. 

* 2**. «Si la pyramide a une base quelconque , après avoir 
Fif . ai. trouvé le centre d'inertie R de cette base y on mènera la 

droite AR par le sommet : elle contiendra le centre cher^ 
ché. On divisera la base en triangles par des diagonales 
menées de l'un de ses angles 5 on fera passer par le som-» 
met et ces diagonales des plans ; qui décomposeront le v(h 
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lume en pjrramides triangulaires y dont on cyicrchera les 
centres d'inertie respectifs en L ^ M et N. Ils seront , 
d'après ce qui vient d'être dit , sur les droites menées aux 
centres de gravité de Leurs bases ; et aux trois quarU dt 
leurs longueurs à partir du sommet j4. 

Par la théorie des lignes proportionnelles ; il est elaîr que * 
les points L jMj N seront dans un plan parallèle à la 
base \ ce plan contiendra d'ailleurs le centre d^inertie cher- 
ché j puisqu'on peut concentrer chaque pjrraraide en son 
centre de gravité , c'es(-à-4ire , eu L y AI ti N (62) , et 
que le centre des forces est toujoars situé dans le même 
plan que les points d'application (57). Le centre d'inertie ' 
cherché sera donc en /^ au point d'intersection de la Hgne 
>^A par ce plan; or on jait que ce plan doit couper toutes 
les droites partant du point ^^ en parties proportionnelles t 
donc / sera aux trois quarts à partir du sommet* 

65. D'après cela , on peut trouver y soit à l'aide de la * 
composition des forces ^ soit par le principe des momens , 
le centre de gravite d'un corps terminé par des faces planes, 
puisqu'on peut totijOur<î le concevoir décr^iiipo^é en pvra-^ 
mides ou en prismes , dont on saura trouver en particu^ 
lier le centre d'inertie ; ainsi on n'aura plus â ronsidérer 
qu'on système de points ('j2, 67). 

Ces diverses propositions sont^ dans la pratique , appl^ * 
cables anx surfaces courbes y parce qi^'on peut les regarder, 
sans erreur sensible , comme coTnposées de plans joxlà' 
posés, c'est-indi/'e connue des polyèdres. 

in. Des cenirejf d'inertie, des courbes , dei aire$ et des 
volumes» 

64* Trouver U centre (^inertie d'une courte qv^conque, fif. 3s, 

8 
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Soitj^* =yi Téquation donnée d'une courbe plane DZ 
rapportée aux deux axes rectangulaires uiX et j^V) xetj- 
sont les coordonnées AP et PM d'an point quelconque M: 
û faut imaginer que cette courbe est composée d'une suite 
de points matériels pesans , et qu'on cherche leur centre de 
gravité , en supposant que les deux extrémités <? et Z en 
sont déterminées^ Reprenons les fommles (B') , ( où la ca-- 
ractérisrtiquc£ devient une intégrale) ou ^ si on veut, la con^ 
séquence (56) à Uqueile elles ont conduit. Lu masse pe-' 
santé est ici l'arc de courbe luiMnéme^ nous en représen- 
terons la longueur CM par * ^ ainsi ds = Mm en séraf 
Télémcnt. hoL troisième des valeurs (B*) , qui donné la dis- 
tance du centre de gravité au plan des xj" est inutile dans 
le eas présent , puisque le plan VAX doit contenir cef 
centre (57) , ce qui donne Z =r o. Ainsi oii a (56) 

(0 ... Jt=-£^\%) ... Y=-f-^^^...iDy 

S a 

Voici l^usage qu'on fera de ces équations. 

On tirera de l'équation de la courbe les valeurs de ds et 
de * ^ en fonction de x ùm àt jTj ( car on sait qu'on a 
ds = \^{dx* -\' dj'')y d'où on tire s z:if\/{dx* + cjr'} J 
et substituant ici ces valeurs, il ne restera plus qu'à exécu* 
ter les mtègraAes f{xds) y f(j'ds) et/\/(c/x» + ^•*); pour 
avoir les deux coordonnées du centre d'inertie exprimées 
généralement. On observera seulement que les intégrale» 
qu'on est obligé de trouver, nécessitent l'introduction de 
constantes , dont la détermination dépendra de la position 
du point qui marque l'extrémité de l'arc de courbe. Si y 
par exemple , cet arc conmieuce au point Cy dont les coor- 
données ABr=. a y BC -izzhy sont connues, on satisfera 
aux deux conditions si^Lvantes : 

j**. D'avoir en même tenis « = 0;ar=a,^* = ^,ce 
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qui defterrainera la constante introduite dans la recherche 
de 9, 

2®. Que j: = a etj' = b àonwenX, f{xds) = o , f{jrds) = o , 
firnscpc f{xdi9) ff(j'ds) désignent des sommes de niomens , 
qui doivent être nulles au point C t ce ffui détcnuinerales 
constantes introduites dans '/{xdtt) , ei/ij'dà). 

Les intégrales se trouveront d'ailleurs par la méthode des 
quadratures y et elles ne seront définies que quand on aui*a 
introduit la condition qui fixe l'autre extrémité Z de Tare : 
on changera donc x en j4Ff eij' en F^ j et on aura les 
coordonnées du centre d'inertie exprimées en quantités con- 
nues. On voit , au reste , qu'en général cette manière d'opé- 
rer est la même que celle qu'on emploie pour intégrer entre 
des limites j c'est ce que quelques exemples éclairciront 
bientôt* Quand on voudra trouver le centre de gravité d'une 
courbe plane , on n'oubliera pas de la disposer par rapport 
à ses axes coordonnés de la manière la plus convenable, 
afin de simplifier les calculs : par exemple , d'après ce qu'on 
a dit (55) ) on volt qjie Téquation (2) sera inutile , toutes 
les fois cjue l'axe des x sera symétrique par rapport à la 
courbe , puisqu'alors cet axe contenant le centre dé gra^ 
vite , on aura Vzszo. 

Si la courbe dont on cherche le centre de gravite est à 
double courbure^ elle doit être donnée par ses deux pro-p 
jections (24} sur les plans coordonnés , ou plus générale-* 
ment par deux surfaces courbes dont elle est Tintersection 1 
ainsi on aura^ danscccas^ deux équations pour cette courbe j 
et (/* s: \/{dx* -4- rf^* + dz^) , donnera ds et 5 en fonction 
de l'une des variables x , ^ et i. Les coordonnées du cenu 
trc de gravité sont visiblement alors 



x'^^[Sf±} , y = Ar£!i ' 'z =^ 



fCzd,) 



6o Statique. 

65. Cherchons k centre de gravité d'une ligne droite. Il 
est évident (55) que le centre de gravité d'une ligne droite 
est au milieu de sa longueur : ce n'est donc pas tant pour 
déterminer ce centre que nous allons résoudre le problème 
analydquement ^ que pour applicpier à un exemple simple 
les valeurs (D')y et les observations précédentes. 
Tif. 33. Soit j- = flfx + 6 l'équation de la droite DE'y supposons 
qu'il s'agisse de trouver le centre de gravité de la partie DJE 
decettedroite: faisons AB=tiyBD==:C'yACziz»% Ci^zstf*^ 
On a dj^=:adx , d'où on tire 

dr 
dsSdx , j/(i +a*), d8 = ^.\/(i + a*). 

Donc8=.x.\/(i + a^) + jiyei8=^y(i + a*) + B i 

OTs=Oj donnejrsStf; etj-rsf)<Ionc>^=:— «^^/(i-l-a*)^ 

et J? = -V^(i + a*)} ainsi 

a 

«ubsUtuant dans les formules (£>') on trouve 

On détermine les constantes C et Z7 en égalant les numé* 
ratcurs à zéro après y avoir fait x = «, etj- = ^, ce qui 
donne C= — «*, /> = — S*j et par conséquent 
J:= i (x + «) , r = i (j^ + S). Pour completler l'in- 
tégrale , il faut changer x en «' , et j- en C : ainsi 
X — i («' + «), et y = i (C' + C). Mais dans le trapèze 
BDEC y on voit que pour le milieu G de DE , on a 
AF=i i («' + «), FO = JCff' + C):ce qui démontrequ« 
AF = XyFG^Y. 
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66. Soit demande le centre de gravité d'un arc de cer-Fig. I4. 
cle MM', L'équation du cercle cstj:»= lax — x*j quand 
l'origine est au sommet A , milieu de MAI' j et que a est 
le rayoïl AC, A cause des arcs AM et AM' s^nétriques 
par rapport à AC y le centre de gravité est sur AC en un 
J>oint /, et sa distance AI à l'axe AY est la même que 
celle de l'arc AM a faisons AMz=: s» Comme 






j y {2ax — X') 

k première équation {D') devieni-Y=: — ./ ; 

Pour intégrer faisons x = a + r j il vient • 

\/(2ax -^ x^) z=jr 3C t/(a* — z*) j il faut donc évaluer 

y'''(Z'\-<i)dz /^ zdz n adz 

La première partie est visiblement i=: — V^(a' — z") = -^j- J 

adx 



la seconde équivaut à /-— 



ainsi on a 



y{7,ax — X*) ' 

-X=: — (« — j- + C). Pour délertniner C il faut faire 
ff= o,j-=odansle numérateur /(xd*)=a(* — :/*+ O; *^ 
égaler àzéro^ on a Ct±. o, d*où -Yrr: -<^/=r — («— ^)=:ïi— ^, 

et par conséquent IC •z=. a ^^ Aï si: — j d'où on tire 

24 ar arc M A M' dorde A/ïl/' . . , ,^ 

— = -777 ; o^ -jFr = F7> • -A^si /Cm/ 

a IC ' rayon yf C /C 

quatrième proportionnelle à Vatc | au rayon et à la corde» 

Le centre de gravité de la circonférence entière est visi- 
blement au centre C (53). C'est aussi ce que donne la valeur 
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ci«des9as de JÇ"; car x=aflf; donne j' = o, et * = «-j d*oi| 
on tire X =z a, 

F.34b^. 67. Soil enfin proposé de trouver le centre de gravité da 

l*arc cjcloïdal MAM' j dont le cercle générateur a pour 

diamètre AB 1= a. L'équation de la courbe ( Traité éléni^ 

ycIy 
de calcul difT, de Lacroix * n". 102 ) est dx = — , -• 

Toriginc étant en C ^ et Taxe des x étant CB, Transpor-» 
tons l'origine au sonuuct -*^ , et prenons AB pour axe des x \ 
comme CO est le développement de la circonférence du 
cercle générateur, on a CB = ^ w « ; il faut donc change^*, 
a: en ^ îT a — j' ; et j- en a — x' \ par là on a 

^ y[ax'^x'^) Y \ x' ) 
Désignons l'arc AM par Hj nous aurons , 

pdx' 
s = V^rt. / ^ = 2 V/(rta:') j (d'où on conclut cpic dans 

la cycloïde l'arc AM est double de la corde correspondante 
AL du cercle générateur , car AL = \/{ox*) ) ainsi 
** = i^ax'. En vertu de la symétrie (55) des arcs MA 
et APAy le centre de gravité est sur AB^ et son abaisse -X" 
est la même (jue celle du centre de gravité de AM-=i s \ 

'• j la première équation {D'\ 

devient 

•A — — — — __ — ■■ — — s *^« 

/^as i2iis 17.08 12a 

Ainsi le centre de gravite de l'arc MAM' est au tiers df 
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l*absciss€ APi Celui de la cycloïde entière est au tiers du 



diamètre AB 



68k Troùv»!* le centre de ^ravUé de Vaire d'une conrheTig; Sûé 
plane. Soit A Porigine et D CM une courbe donnée par 
èon ëquation j^ = fx ) proposons-nous de trouver le cen- 
tre de gravité de Taire BCZF) soit AP = x ^ PM =zj\ 
L'élément infiniment petit PMmp a pour aire jdx ; sa 
. ma.sse peut être concentrée au milieu de PM cpii en est le 
centre de gravité : les momens par rapport à AX tt AV 
sont donc l j'^dx , et àcjJx. On éliminera de chacune dd 
ces expressions Tune des variables à l'aide de Té^juatiou 
j' -=. fx y et intégrant ensuite depuis x = AB et J^ = BC^ 
jusqu'à X = A F et j* = FZ , on aura {fj'^dx y eXfxjdx 
pour les sommes des momens de tous les éléniens qui corn-- 
posent l'aire BCZF i et Jj'dx pour cette aire : ainsi ou 
ittira (56) pour les coordonnées du centre de gravité 

^_ A^jdx) y_J\jrdx) . " 

Jijdx) ^J{jdx) 

S'il s'agissoit dé Taire B*CZF' côiiiprise entre deu^i 
tourbes ^ ou deux branches de la même courbe j on auroit 
leurs é(piationsj'=y*pour CZ y étjr''szFx pour B'F'i 
on fera le même raisonnement» L'élément P'Mmp' est 
= i,jr'^j')dx*y les coordonnées du milieu de P' M sont x^ 
et l (j'+j') > les momens, par rapport à AX et A y 
sont donc (en concevant Télément concentré au milieu 
de P'M) y { {j''—f"')dx et {y^y)xdx'y de sorte que 
les coordonnées du centre de gravité sont 

J\j-j')d^ ' Vi:r-r)dx ••••^^^' 

On peut aussi trouver les formules (£"') et (F') par le 
procédé suivant , qui se prête aisément au cas oii^ an lieu des 
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droites BCy FZ , on auroit pour limites deux courbes t cette 
marche nous sera d'ailleurs utile par la suite. Concevons un 
élément abcd rectangulaire ; infiniment petit dans les deux 
sens, et dont les côtes soient respectivement parallèles auxaxe^ 
uiX ei AY i et faisons aP = z. L'élément sera dxdz et se^ 
momens, par rapport à ç^s axes, seront zdxdz et xdxdz. Si 
on intègre ces expressions par rapport à z seule , Taire de 
^élément PMmp sera zdx^ ou plutôt^cLr, à cause que cette 
aire a été prise de z'çzo^ à zzzj- , dans le cas où Taire est 
terminée par Taxe AX j \ z*dx et xzdx , ( ou par la même 
raison ij^^dx , et xydx ) , seront de même les momens par 
rapport aux x et auxj", de tous les élémens renfermés entre 
les deux ordonnées infiniment voisines PAfetpm. Intégrant 
ensuite j^dx , \jr^dx et xjdx y de xzizABy ^ x= AFf 
0)1 aura Taire BCZFj et les sonmies des momens de tou3 
les élémens dé cette aire, par rapport aux x etaux^} ce 
(jui redonne les formules (£"'). 

Supposons (jii'il s'agisse de trouver le centre de gravité 
de Taire B'CMP' renfennée entre deux ordonnées et 
deux courbps dpnnpes ou deux branches de la même 
courbe , tout ce qu^ a été dit ci-dessus peut aisément recer 
voir ici son application; d:^dx j zdxdz y et xdxdz sont 
Télémcnt abcdj et ses momens ? zdx, ^;^*dxy et xzdx 
sont encore Taire p*Mmp'y et les spnunes des momens de 
ses élémens par rapport aux axes , pourvu que ce$ intégrale^ 
soient prises de z = PP% à -s :;= PM. Ainsi , soit PM=lJj 
et PP' z=z.j' ^ on aura respectivement {j — Ji^dx^ 
i(j-« — j'^) dx , et (j- — J^) X dx pour Taire P'Mmp'j 
et les momens de ses élémens. On intégrera de j: = AB à 
X = AFy et on aura Taire B'CZF* , et les sommes de tous 
les momens des élémens qui la composent : ce qui conduit 
aux valeurs {F)* 

Il est intéressant de remarquer que les formules préc^ 
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dentés peuvent aussi s'appliquer aux cas oîi les coordonnées 
de la courbe ne sont pas à angle droit. En effet , soit « Tangle 
qu'elles forment , l'élcnient PMmp est ^rfx.sin a , et l'aire en- 
tière est/ydKr.sin « j de même \fj^dx,%\x\. «, ei/xj-dx^sin « 
sont les sommes des produits des élcmens de cette aire par 
leurs coordonnées. Or observant que le théorème du n*. 54 
a lieu même lorsqu'elles ne sont pas à angle droit , il est vi- 
sible que les coordonnées -Y et K du centre de gravité de 
Taire sont les mêmes que nous avons trouvées précédem- 
ment y puisque la constante sin« disparoit comme étant fac« 
leur cormuun des deux termes de chaque fraction. 

69. Prenons pour premier exemple le trapèze DE. Il faut Fig. 35, 
concevoir que la droite AG^ axe des x, partage chacun des 
deux côtés parallèles DC^ EFy en deux parties égales. Le 
centre de gravité / sera sur cet axe , et la première des for- 
mules {E') suffira pour trouver la distance de ce centre / au 
point A y car les abscisses des centres de gravité des aires 
ACE G y CE FD sont les mêmes , à cause de la symétrie des 
deux parties u^CE G, AGFD. Soient CD = by EF = b', 
AP = X y PM = j- \ quoique les coordonnées puissent 
être obliques , on a j' = «x + j6 , pour l'équation de la 
droite CE y et par conséquent 

Jlxj'dx) =f{ax^dx + i bxdx) = ^ . ax^ + 1 . ^x» + C 
J\j'dx)=fiaxdx^\ bdx )'=:\.ax^+{.bx +0. 

I^s constantes C ci O sont nulles parce que les inté- 
grales le sont elles-mêmes lorsque x zizo) ainsi on a pour 
l'abscisse du centre de gravité de ACPMy ou de CMM'Dy 

^ Lax + 5^ _- . ^r ^^ 

jr= -: .. X X. Pour avoir^/; supposons^Gi=7;ï j 

comme en menant Ce parallèle à AG , on a -^7— = ---- % 
^ Mm te ' 

9 
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X m g,. 

ou , , = T-rrr — - , ouenfin^= 

h'—b , 

on en conclut a = -»-^ : mettant donc xci aam ou 
2/n 

à' mmb pour oax , on trouve enfin 

b + !ib' 



jilz=s ^ m. 



b + b' 



Cette valeur donne aussi la position du centre de gravité 
du parallélogramme et du triangle : en effet , dans le pre- 
mier caLS on Si b' = b f ainsi AI = im } dans le second 
on a ^ = o , d'où j^I = §m j ce résultat a été déjà ob- 
tenu (58) 'j on auroit pu le chercher immédiatement. 

70. Cherchons le centre d'inertie d'un segment parabo* 
lique : l'équation de la parabole étant j-* =/>a:, on a 

fxjrdx = fx- \/{pX) + C5 fjrdx = §X V(/)X) + O. 

Si l'aire dont on cherche le centre d'inertie commence à 
l'origine, Cet C sont nuls. En observant que la symétrie 
par rapport à l'axe des x rend la seconde formule (E') inu- 
tile , on a -Y = f X j donc le centre de gravité d'un seg* 
fnent parabolique est sur l'axe des abscisses , aux trois 
cinquièmes de la longueur de cette abscisse. 

71. Trouver le centre de gravité de l'aire d'une surface 
de révolution. 

Supposons que la courbe génératrice tourne autour de 
l'axe des x j le centre de gravité est sur cet axe , et , en dé- 
signant par ^=yx l'équation de cette courbe, Taire en- 
gendrée a pour élément circulaire 7.wjrds : si donc on 
conçoit un plan perpendiculaire à l'axe des x , et passant 
par l'origine , le moment de cet élément par rapport à ce 
fhnesi2yrxj'ds} en mettant pour j- et c&= \/{dx*-j- djr^), 
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loors Yoleiirs en fonction de ;r et c^T; et intégrant entre lei 
limites convenables , on aura ^itjjrda pour Paire entière , et 
Tkirfxjrds pour la somme des momens de tous les éiémeni 
€pî la composent* Ainsi (56) on aura pour la distance du 
centre de gravité à l'origine 

Prenons pour exemple les surfaces engendrées par une 
droite. L'é(piation de la ligne génératrice est j^ =;: ax 4~ ^ î 
donc <& = y/(a* + i)dx* Ainsi 

ficjrds:=z^{a^J^i)fxrdx, et jTy* = v/(a« + i)/)'^^. 
Donc X=^^. 

Or , cette expression est la même chose que {E') j ce qui 
fait voir que le centre de gravité de Taire de toute surface 
de révolution j engendrée par une droite autour de Taxe 
des âr, a la même coordonné^ dans le sens de cet axe que 
le centre de gravité de Paire génératrice. Il en résulte que 
le centre de gravité de Paire d'un trapèze , d^un paraîUlo" 
gramme ou d'un triangle ^ est respectivement à la même 
distance de l'origine que le centre de gravité de l'aire d'un 
cône tronqué , d'un cylindre ou d'un cône. 

72. Soit proposé de trouver le centre de gravité de la 
surface d'une zone sphérique ^ c'est4-dire y d'une portion de 
l'aire d'une sphère comprise entre deux plans parallèles. Pour 
cela , comme l'équation du cercle est jr* = 7.ax — x" , 
a étant le rayon , et l'origine étant au sommet , on a 

ds ?:;= 1 d'oii jrds tsh adx. En substituant dans U 
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formule (C) on a 

y_ iax-+ C 

^- ax+a' 
On (lëterniîncra aisément C et O y quand on connoitra la 
position et la longueur de Tare générateur par rapport à 
Taxe des x. Mais s'il s'agit d'une calotte sphérique , on a 
C = o , C r= o 5 et par conséquent X = Ix. Donc le 
centre de gratuité de la calotte sjpîiérique est au milieu de la 
Jtèvhe. 

73. Troui^er le centre de gravité d'une surface courbe 
quelconque. 

Cette surface , rapportée à trois plans- coordonnés , a iui« 
équation donnée : soit dz ■=pdx + qdj' y l'équation diffé- 
rentielle de cette surface 5 et faisons , pour abréger , 
>/= V^(i H-/)* -: q*)- L'élément de l'aire est Mdxdj 
conformément aux principes du calcul intégral ( voyex 
Traité élcm. de calcul difT. de Lacroix ^ 25 1 ) : donc 
zMdxdj- y jMdxdjr , et xMdxdjr , sont Tes momens de 
cet élément par rapport aux trois plans respectifs des xj' , 
des xz et des jrz» Donc ffMdxdj est l'aire entière , et 
ffzMdxdj jfJjMdxdj' y JJxMdxdj , sont les sommes des 
momens des élérnens qui Fa composent : les doubles inté- 
grales doivent être prises dans les limites convenables. 
Ainsi les trofs coordonnées du centre de gravité sont (56} 

ffxMJxdy ^ ffjMdxdy . JfzMdxJj 

jpidxdj- ' - Jpldxdy \ JJAldxdy ' 

Kf • 36. 74* Trouver le centre de gravité d'un volume quelconr- 
que symétrique par rapport à un axe : tek sont les pyra- 
mides , les cônes , les solides de révolution , etc. 

Si à partir du point C quelconque, on prend sur l'axe une 
longueur CP ^=^ x y^ et si on coupe le solide par un plan 
perpendiculaire à cet axe, la section A' qu'on obtiendra. 
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sera connue en fonction de x , puisque la génération du 
solide est donnée ) ainsi on aura K z=zfx. Soit Pp =c^x , 
Kdx sera rélément M'Mmmf du volume j et Si on conçoit 
un plan perpendiculaire en C à l'axe CB , sur lequel est le 
centre de gravité , Kxdx sera le moment de cet élément 
par rapport à ce plan. Ainsi fKdx sera le volume , et 
fKxdx sera la sonmie des momens de tous ses élémcns- 
On aura donc (5G) 

fKxdx 

Pour se scr\*ir de cette formule , il faut trouver K en fonc- 
tion iit X y d'après la nature du corps j faire les intégra- 
tions y et déterminer convenablement les constantes. Il 
est clair que y par la luéoie raison que précédenmient (68) , 
il n'est pas. nécessaire que AB soit perpendiculaire sur Hk. 

75. S'il af'agit , par exemple , d'une pyramide ou d'un .Pi«. 9# 
cAne , Taré te AH est une droite : prenons l'origine au 
sonmiet A , faisons AB = ^ , et représentons par a Taire 
de la base Hfu On sait que K tia^ qui sont les aires de 
deux sections parallèles y sont proportionnelles aux quarrët 

de leurs distances au sommet A : ainsi on a — £= -^^ d'où 

(ix^ 
on tire K tsz -— ; substituant dans la formule {H') y on a 

fKxdx _ fx\1x _ 5jr4 + >f 
~ fKdx ~ fx^dx ~ i^x^ -f B* 

Si le solide n'est pas tronqué , ona>/ = o,ct5==of 
d^ou JV = ^^r ; puis faisant x = i , on a -Y == ^è ; ce qui 
€st le résultat déjà connu (62). Mais si le solide est tronqué, 
en prenant AE = m pour l'abscisse de la base supérieure. 
JLOy Qtk^^A:^ — Sm-^yCt^zi: — 4 w?''^ d'où oa tire, es 
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mettant A pour j:, ;f=f,—— — ^j. Les quautitea qu'on 

regarde comiuc connues dana un cône tronqué sont les 

rayons des cercles de ses deux hases et sa hauteur* Soit 

EO = ryBHz=zR^ c% £B zz^h^ il s'agir de trouver X 

hr 
en fonction de R , r eih. Or on a aisément m :;= ' w» ■ *• 

tt b z=z ■ ■'■ 2 en substituant on obtient 
/i — r 

^= ^^'\R^r) (iî^-r^)' 

76* Trouver le centre de gravité (Pun volume de révo^ 
lut ion» 

On sait que w^*dx est l'élément du corps perpendiculaire 
à Taxe de révolution 5 mxj^dx est son moment par rapport 
à un plan perpendiculaire à cet axe , et passant par Torigine* 
mjy^dx est le volume entier , mfxjr^dx est la somme dec 
momens de ses élémens. Donc on a (56) 

^-^^ ^^^' 

Cette formule peut se déduire de {H') comme cas parti- 
culier : en effet /C est ici un cercle dont j* est le rayon, 
ainsi on a A = 9j^\ en substituant^ on retrouve la valeur 
précédente. 

On pourroit appliquer inunédiatement la formule {!') à la 
recherche du centre de gravité du cône , et du cône tron* 
que : il faudroit pour cela prendre pour génératrice une 
droite passant par l'origine, et dont l'équation seroitj-=ûrX. 
On obtiendroit ainsi pour X les valeurs déjà trouvées. 

f ig. 34. 77» Soit pris pour exemple le segment sphérique MAM' x 
réquation du cercle dont le rayon est a , l'origine étant 
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«a sommet Aj est ^• = 2fljr— a:*j la formule (/') 
devient donc 

/{^ax^dx — ar></jr) _ §nx^ — 13:4 + Ç 
/{laxdx — or'dlr) ax* — ^x:^ + £>* 

En observant que le volume et les momens doivent deve- 
nir nuls quand x = O; on trouve C = o ^ et Z> = o. Ainsi 

__ 8rt — 5x 
A= ;— X X. 

12a — 4^ 

S'il s'agit de la demi-sphère , il faut faire x = a | et on a 
A = |a } donc le centre de gravité de la demi-spJière est 
aux trois huitièmes du rayon à partir du centre. 

Dans le segment parabolique le centre de gravité est 
aux deux tiers de l'axe à partir du sommet; car Téquatioa 
de la parabole , j-» z=zpx , donne pour {P) 



fpxUx ipx* 



= ^.x. 



L'équation de Thjrpcrbole est j en prenant l'origine au 
sommet , j-» = — ^ (aax + ^) • on aura pour le centre de 
gravité du solide engendré par cette courbe 

}{p,ax-\-x^)dx ax^'\'\x^ 120+4^ 



X* 



Cette valeur approche d'autant plus de \x que x est plus 
petit j et de \x que x est plus grand , par rapport à a ; A^ne 
pouvant jamais avoir pour valeur l'une de ces deux quanti- 
tés, elles sont les limites entre lesquelles le centre de gravité 
doit se trouver. Donc le centre de gravité du segment hy- 
perbolique est entre les deux tiers et les trois quarts de 
l'abscisse à compter du sommet* 
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'jS,, Trouver, le aenlre de gravité d'un voltane quel^^ 
conque. 

Supposons que ce VQlume ^'étende depuis le plan des a^, 
jusqu'à une surface courbe donnée dont Téquation est 
z '==^f{x y j) y et soit terminé latéralement par des plans 
parallèles à ceux des xz eX des j'z j zdxdy sera l'élément du 
solide; et on pourra en supposer la masse concentrée (55) au 
milieu de sa hauteur. Ainsi les rnomens de cet élément par 
rapport aux plans respectifs des xj' , xz et des jz sont 
^Z^dxdjr j j'zdxdj- , xzdxdj" : on obtiendra donc les 
8omm«s des rnomens de tous les éléinens qui composent le 
volume y et le volume lui-même , en substituant f(Xyjr) 
pour z dans ces trois expressions , et dans zdxdj' ) puis in- 
tégrant par rapport aux deux variables, Xyjf y entre les li- 
mitas conven^lesp Ainsi (67) le3 coordonnées du centre d<» 
gravité sont 

^_fpczdxày^ y_ JTrzdxdy ^^ JT^^àxdjr 
Jfzdxdjr * JT^dxdjr ^ Tjjzdxdjr' 

Si le coTp& étoit compris entre deux surfaces courbes y ou 
dpux nappes de la même surface , il serpit facile de se réglej: 
sur ce qui a é\é idit (68). 

f ig. 34. 79. Appliquons à un exemple ce qui a été dit (52 , 5*.) 
pour trouver le centre de gravité d'un système de corps. 
Cherchons celui du secteur sphérique engendré par le sec- 
teur circulaire MAC en tournant autour de -/^C Ce vo- 
lunaje est composé d'un segment sphériqne et d'un cône t 
soient / et Z# leurs centres de gravité respectifs j on a vu (77) 
qu'en désignant AP par x , et ^Cpar a, on a 

AI= ^^-^^ X Xy tt CL = l.CP = l{a^x). 
12a — 4"^ 

Mais comme les positions de /eXde L ne sept pas rapport» 
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téet «n mèou pomt, on remplace la seconde de ces valeurs 

^ 5 4- 

-Cela posé , concevons les volmiies de ces deux corpa 
réunis en leurs centres de gravité JeiL i onconnott^ci 
rolumes par la géométrie., et on sait que 
Le secteur = ^wa*x. 
Le segmcnt.= J«j?" (5a r- *)• 
Le cône = ^. « (aox — x*) (a — x). 

En prenant les raomens par rapport au point A, on a pour 
odui du segment 

5 12a— 4r S ' 4 ' 

Eour celui du côn/e 

«• / .w . 5ar + a 
y(2« — ^")(?— *)X ^• 

Enfin divisant la somme des momens par la somme des 
masses y qui est le volume du secteur^ on a (56) pour la dis-; 
tance du point \^ au centre de gravité cherché ^ en ôtant 
lie facteur cgmnmn ^.v X , 



Y_ i^' (Sa—5x) + i(:ta^x) (a^x) (5x + a) . 

et en réduisant ^= ^ (2a -f- 5x). 

ly. Méthode Centrobarlque* 

80. La méiliode Cêntroharique , qu'on appelle aussi 
r^jr^tf dtf Gtddin du nom de son inventeur , consiste en un 
procédé; fmt simple^ pour trouver Taire ou le volume en- 

10 



gexKlr^ panlaLrérolutioii!d'an« courbe qtielcqn<pièy;qiiand. 

on connoît l'équation , et le centre de gravité de la ligne 
ou de ^îu^6^^éné^^UiQe$ : VQiçi en quoi çonfûtccetUi mé- 
thode. 

On peut écrire la Mcoiide vaiear (i>'>^ et la seconde 
équation (£') , : . . . < 

La première de Cefdéux équations e^cpHmè la coordon-- 
née , dans lè sêny die ràxc des'jr , du centre dé "gravité d'une 
liljne telle donne v^KY.^^p^Jji^jds^ Ov 2vrçsll^.jçiFCPi^<» 
férence dont Y est le rayon 5 c'est celle que 4épnroitii!e Qtî»» 
trc- de gravité autour de Taxe des or ^ si on faisoit tour- 
ner Ifi tûurlie suf c^^ax« 1 iel^ùi/axjéU.tsi fexpr&sion 
de Taire de la surface qu'engenJreroit l'arc de couitc 9 
par cette révolution : donc la surface de rérôUitiùwéHgeti^ 
drée par une courbé' donnée autour d*un axe f^st égale au 
produit de la longueur de l'arc générateur par la circonje^ 
rence décrite par son centre de gratuité. 

La seconde des deux formules ci-dessus exprime la coor- 
donnée dans le sens des ^, du centre Se gravité de l'aire 
d'une courbe; elle donné- 2;r K'.jf/'û^a: z=firj'*dar. Or si on 
fait tourner la courbe autour de l'axé des x ^ l'aire , dont 
l'expression est jydx y engendrera un corps dontle volume 
sera' jr^j-*dx'y *éiTè~cehfre d'inértîe de l'aire décrira une cir- 
conférence = 2» F. Donc le corps qu'une courbe engen» 
dre par sa résolution autour d'un axe , a pour vùlurhe le 
produit de Vaire génératrice , par la clrconjerence que dé^ 
crit son centre de gravité. 

Cette dernière proposition a lieu même lorsque l'aire gé- 
nératrice est comprise entre deux courbes j M eiftre ^eux 
branches d'une-méme courbe. En effet' la seconde formule 

(F')do*nc :4*KxyiCr— 'yy^^/«fCr*-^>^"y*7 ¥*^ 
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-conduit à la même conséquence^ puisque /(j' 'r^jr')Jjt est 
Taire génératrice , et quey^Cj'*— ^')i/^ est rexpressioQ du 
Volume engendré par la révolution de celle aire. 

81. Si y par exemple , la circonférence AD DE tourne ïîf. 37» 
autour de Taxe XY y en -faisant le rayon CD =1 a ^ et la 
distance C//ducenti'e à Taxe = 6, on a pour Taire <]u'-eUe 
décrit y cir.a x cir. ^ = /^if\tb : et conime cette valent yest 
double: de la voûte pnnulaire 'décrite' par la demi-circonfé- 
rence ADBif Taire de cette voûte est -itz. à^al^» De.mérae 
le voluhie engendré I par Taire du cercle est. • ..• » • » 
«•ss: cercle CB « cir. CH m-Tm^^h. Si az^hy c'est-àedire , 
• «i le cercle tourne autour de sa tangente en B , Taire dé- 
crite = {ivaY = le quarré: qui a. pour aité la circonfé- 
-Tence 5 4é volume =4i«\i^- 

De même , si le rectangle ADDCXoMine autour du côté Fîg. 38. 
BDy il engendrera un cylit/dre : 's6it AC =*: h y CDrrir.y 
le côte AC a son centre de graVité' ati* Hiilieii*/, «qui àè^ 
crit une circonférence, dont le rèybA est r jVlbncMà surface 
engendrée, ou Taire du 'cylindre = ^-krh. Kîônime le ireor 
tatiglea son centre «de gravité va Tinterscctiott^îdeà deUj 
diagonales, le volume du cylindre est ., '•1 

. . AC X CD X cir.iCD = !xhr\ , ^ .. 

Enfi^n le triangle rectangle ABC y en tpurnAnt. auV)Ur Hj:. 3j. 

•«du fCÙté AC. ^ engendré un cône > faisons Aff, ^=^ <^f 

:BC:^=:^ r^ AC = /*.;. connue le :centre d'irtertie de la droite 

.ABiesX au; nûlièu f , il décrit une circQnférqnc/e ^ ;doiit |c 

rayoïi Qst ^..iPC, ou ç.r j. Taire du côqe est donc :;=z%rn» 

,&i U point JS est au milieu de /?C, c^t fi oi>..pr6»d Hvr Ja 

(droite AE une partie AD = {.AE y D sera le centre 

ide:>gravité.duitriang]e} et le rvoluiuy di^ cône sera* • • 

,= cir.Z>Ox.i?Cx i.AC. Of DQ z^?j.EC = i,BC, 



7^ Statiquï- 

Ccs résultats , d^ja contins , ne sont mis îcî qne potar 
mieux dëveloj^r la méthode centrobarique ; on pourroit 
d'ailleurs Paj^liquer également au cAne tronqué, à kr 
sphère , etc. 

83. On pourra donc trouver la suFface engendrée par b 
révolution d'une courbe donnée ou le volume engendré par 
celle de son aire , lorsqu'on connoitra le centre de gravité 
de la courbe ou de l'aire génératrice } ce qu'il sera facile 
de trouver par les formules précédentes j toutes les fois qne 
ia courbe sera soumise' à une loi donnée par une équation. 
Si cette courbe ne fâisoitpas une révolution entière sur son 
axe y il seroit aisé de trouver encore l'aire ou le volume etk^ 
gendre y car on a évidenunent cette analogie r l'aire ou le 
volume engendre par une révolution entière est à use cû> 
conférence quelconque , comme l'aire ou le volume en- 
gendré par une portion de révolution , est k l'arc de cette 
circDoférence qui lui sert de mesure angulaire. Donc l'airm 
0ule.polume engendréparune révolution entière j ou par une 
fortion de réuolatipn ^ est égal au produit du chemin que 
fiùi le C9ntr€ de gravité par la courbe ou Paire généra* 
triee^ 

85. Réciproquement aussi , on obtTent là circonférence 
décrite par le centre de gravité d'un arc courbe dans sa ré^ 
volution autour d'un axe , en dî^-isant la surface qu'il en- 
gendre , par la longueur de cet arc même : donc pour avoir 
la- distance du centre de gravité d'un are à un aie j il faut 
le faire tourner autour de cet axe , et divîker la* Surfa<Se 
qu'il engendre, par la circonférence qui auroit pour rajoa 
k longueur de cet arc j ce théorème peut servir dans nu 
grand nombre de cas à trouver le centre de gravité d\Mi 
arc. Par exemple pour trouver le centre de gra^-ité de 
^»«. '»4. MAM' j on fera touinci-cct arc autour de CD perpendî- 
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culaire au rayon AC = a qui divise cet arc eu deux parties 
égales} comme la surface engendrée par Tare sera une xôn« 
sphërique , elle sera •:=. 2wa. MM' : en divisant cette valeur 
par la circonférence qui a MAM' pour rayon ^ ou par 

Ttm^MAM' ^ on a ' ^--, pour la distance du centre cher-r 
MAM' 

ché k DC} ce qui s'accorde avec ce qu'on a vu (66)* 

De même en divisant le solide engendré dans la révolu- 
tion d'une aire autour d'un axe j par cette aire et fstr 2ir , 
on aura la distance du centre de gravité die cette aire à l'axe. 
Ainsi ABDC en tournant autour de BD engendre un cy-y|.^ g-, 
lindre dont le volume est «rr^Aj Taire ABDCz=:?w\ eu 
dBvisant donc 9r*h par rh x 2ir , on a \r pour la distance 
du centre de gravité de ABCD à la ligne BD. On auroit 
àt même {h pour la distance de ce point à la b'gne CD^ 
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CHAPITRE III. 

PSS BIACHINES* 

84* kJv appelle Machines les agens à l'aide desquels 1^ 
forces agissent les unes contre les autres. L'industrie et le 
besoin ont produit de concert ces inventions mécaniques 5 
on en distingue de simples et de composées. Il n'j a que 
trois machines simples , les Cordes y le Plan incliné et le 
Levier : il ne s'agit pour former des machines coroposëei 
que de réunir en un même système plusieurs machinei 
simples en les faisant comnmniqucr entr'clles. Au reste 
tout ce qu'on doit dire des machines n'est , comme on le 
verra , qu'une suite d'applications trcs-simples des proposi- 
tions démontrées précédemment. 

Nous considérerons , dans ce qui va être dit , les ma- 
chines comme destinées à favoriser une puissance qui lutte 
contre une autre, que seule elle ne pourroit surmonter, 
et à établir l'équilibre entr'clles. Quoique ce ne soit pas 
toujours là le but réel de la machine , celui pour lequel elle 
a été formée 5 on peut y dans tous les cas y supposer que 
c'est cet effet qu'on veut produire. Nous allons traiter sé- 
parément de chaque machine simple, et des machines com- 
posées les plus ordinaires , en faisant d'abord abstracUon 
des obstacles qui proviennent de la nature des matières 
qu'on y emploie, et de leur construction , tels que le frot- 
tement , la roideur des cordes , etc. , nous réservant d'^ 
avoir égard par la suite. 
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I. Deê Cordes, 



85» Les COKDE8 sont assez connues pour que nous nous * 
dispensions de nous étendre sur leur usage : dans ce que 
nous allons dire , nous les considérerons connue parfaite- 
ment flexibles , sans pesanteur , et réduites à leur axe j à 
moins (pie nous n'avertissions CTcprcssément du contraire- 
On nomme aussi les cordes des Machines Funiculaires. 

Nous appellerons Tension d'un cordon la force qui agit 
à l'une de sas exlrémitos quand raulie est fixe : lorsqu'on 
a deux puissances égales et opposées applicpiécs à un cor- 
don y l'écpiilibre a lieu , on peut regarder l'une des extî'é- 
mités conmie fixe , la tension du cordon est l'une des forces 
qui agissent sur ce cordon. Mais si l'éqm'libre n'a pas lieu, 
ce qui an-ive lorsque les deux puissances sont inégales , la 
tension est la plus petite des deux forces : car l'effet de la 
plus grande est d'anéantir la plus petite , et de l'entraîner 
dans le sens de sa propre direction avec une force égale 
à son excès sur elle : or cette dernière partie de Teflfet ne 
peut conti'ibuer à la tension j qui sera la même que s'il n'jr 
avoit que la plus petite des deux forces qui agît. 

86. Soient trois forces P, Q et fl, sollicitant un point Fîg. 40. 
matériel D , à l'aide de trois cordes AD , CD , BD , unies 
par un nœud en /> : il est visible qu'il n'^ aura équilibre 
entr'elles qu'autant que la proposition 19 aura lieu; ainsi 
le théorème du parallélogramme des forces ^ et toutes les 
▼érités qu'on en déduit , reçoivent ici leur application im- 
médiate. £n général , (jnelque nombre de forces qu'on 
considère agissant à l'aide de cordons sur un point maté- 
riel y les conditions de l'équilibre, ou la résultante, seront 
données , savoir : par les valeurs (^ , C) ou {F) si les forces 
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sont disposées dans le même plan^ et par les expressioili 
(J) ou (H) si elles sont dans des pUns différens. 

* 87. Mais lorsque toutes les puissances ne sont pas réu* 
nies en ^n même n(;eud , alors le cordpn <pn transmet 
leur action mutuelle des unes aux autres ; prend la foniie 
d'un polygone qu'on appelle Polygone Funiculaire : poi^ 
tons notre attention sur ce système remarquable , et sup-si 
posons d'abord que toutes les forces sont dans un mémp 
plan. 

♦ Ainsi soit P'M'M^M*^' .^.. le polygone en ques- 
Fîf. 4s. tjion, et P' , P", P"' ... des puissances faisant avec une 

droite quelconque AX menée dans leur plan ^ des angles 
/,«"... Nommons af ^ a^ y . ^ • les angles que forment 
les directions des cordons avec cette même droite ; et 
i' , <" , ... les tensions respectives des cordons P'M' p 

1^ Cela posé , puisque l'équilibre a lieu dans ce système ^ 
il £iut qu'il existe dans chaque portion du polygone sép»* 
rément \ que P' , P'* et t'' soient en équilibre autour du 
nœud M' , aussi bien que t", , P'" /et t"' autour du noeud 
Af " , etc. 

Ainsi on aura d*aprc8 les équations {F) ^ pour l'équilibrir 
autour des nœuds 

j P' cos «' + P^ cos «^ = t^ cos a" , 
■■ *''*'" \ P' sin»' + P'f$'m af=ztfs'm a». 






3 t^ cos a" + P^" cos #'" = /'" cos a"', 
* • " \ t'f ^in af -4. P'" sin «'" = t'" sin a"'. 
i f" cos a'" + P'"' cos «"" = ^"' cos a'"', 
'*' l ^w sin a'" -4. P''^' sin «""=/"'' sin «'"'. 
etc. • • • 
En ajoutant les premières équations de chaque grpupe , 
deux I trois ; . • • . ensemble ; on a 
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P'cos«'-4-P^oos •*+JP«'cos «'''=/'" cosaF, 

etc. 

En opàant de méiue sur les secondes équations , on a 

P'sin •'+/>» sin«*-M^' sin 4^"=^" sin af" , 
P'êmm'+P" tin m" +P"' sin m"'+P"" sîn «'"' = /'«^ sin a"" ^ 
etc 

Ces divers résultats étant traités par la méthode déjà em- 
ployée pour trouver les Valeurs (Q et (D) , serviront à 
fidre connoitre les tensions et les directions des cordons ^ 
c'est-à-dire , donneront l' , f ^ . .. a' , a" , • . • : les lon- 
gueurs des èôtés sont d'ailleurs arbitraires , et comme le 
premier et le dernier cordon du polygone sont tendus par 
les deux forces extrêmes ; on a de plus t' =iP' ^a' =êt' } 
ainsi que /C'O = />/* -^ »> , aC'O = * " -^ «> • en désignant 
par n le nombre des cordons : on pourra donc construire 
le polygone funiculaire. Enfin on aura 

P' cosm'-hP^coB m" + etc. — P^"-*- *> cos •("■^0= o 
P' sin •-f-/>^sin«^+etc. — pC'-^t gin «C^-m^sq. 

88, Ces équations comparées avec les valeurs (F) font ^ 
voir que pour que tant de forces qu'on voudra soient eh 
équilibre autour d'un Polygone Funiculaire , il faut que 
si on transporte ces puissances parallèlement à Uurs di* 
rectioni pour les appliquer en un même point, elles soient 
en équilibre. On voit que cette conséquence permet de 
prendre pour ce point chacun des angles du polygone y et 
qu'ils sont sollicites comme si les forces y étoicnt immé- 
diatement appliquées. On pourroit d'ailleurs démontrer 
cette proposition directement } car la tension t^ du 
cordon M*M^ , devant faire équilibre aux forces P' yP" , 
cit égale à leur résultante; la force qui agit sur le point 3/^ 

II 
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est donc la même que si deux forces P' y P^ ^ étoient 
appliquées parallèlement à leurs directions , et ce point est 
sollicité par les quatre forces -P' , P* , P'" et /'" : or on fe- 
roit voir de même que /"' équivaut aux autres puissances 
P»^ , P^ , etc. 

Cette conséquence que nons venons de déduire n'est 
pas particulicre an poljrgone funiculaire plan : on y par- 
viendroit de même en imitant ce qui a été dit ci-dessus ^ 
et décomposant les forces parallèlement à trois axes*. Nous 
ne nous arrêterons point sur cette théorie j assez facile 
pour que chacun puisse parvenir aisément à ce résultat ^ de 
plus y on pourra en conclure que les projections du poljfw 
gone funiculaire sur chaque plan coordonné sont en équî» 
libre. 

8g. Si on fait abstraction des deux forces extrêmes 
P' et p.""*'* , en raisonnant pour les autres conrnie on 
vient de voir y il est clair qu'on peut les transporter pa-» 
rallèlement pour les appliquer toutes au même point s 
mais conmie ces forces sont détruites par les deux forces 
P' et P " "♦" O ^ la résultante des premières doit passer par le 
T2f. 4a. point de concours de celles-ci* Si donc un cordon AEBy fixé 
en deux points A et B , a tous ses points sollicités par des 
forces quelconques , il prendra la courbure AEB j et le point 
de concours O des deux tangentes en A et B sera sur la direc» 
tion de la résultante des forces appliquées aux divers points 
du cordon. II en résulte que si on transporte ces forces pa- 
raDtlenient à leurs directions pour les appliquer en O , en 
décomposant leur résultante Q en deux autres forces dir>> 
gées suivant AO el OB (86) , on a Teflfort exercé sur chîb- 
cun des points fixes. 

go* Ce cas s'applique visiblement à la pesantenr, puisque 
d'une part cette force exerce son ^ction sur tous les points 
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àa eordon f tt que de l'autre ses efforts peuvent être assi« 
taÛéi k des poids distribués dans toute la longueur de la 
corde pesante^ la courbe qu'elle forme a été nommée 
ChatnêUe , ou Courbé Funiculaire. Il est d'abord visible que 
cette courbe est plane ^ en effet , soient des puissances ver- 
ticales P" fP"' f ... appliquées au cordon P'BCD) il est Ti^. 
visible que ce polygone est dans un plan ) car P'B^ P*B 
tï BC sont dans un même plan ; il en est de même de 
BCf CP"' et CD , et de plus ce dernier plan est le même 
que le premier ; ainsi des autres. Dans la chaînette ^ l'effort 
total exercé sur les points fixes A tX B est le poids entier ^<* 
de la corde ) ensorte que si on avoit disposé au point de 
concours O des deux tangentes menées en ces points j un 
poids Q égal à celui de la corde , et soutenu par deux fils 
inextensibles et sans pesanteur AO y BO, les points A et 
B seroient pressés de la même manière qu'ils le sont par 
l'action de la pesanteur sur la corde ^ c'est-à-dire que les 
deux forces P' et P^ qu'il faudroit employer dans les di- 
rections de ces tangentes pour remplacer l'effet des points 
fixes ; seroient les mêmes dans les deux cas. Comme .la ré- 
sultante est le poids Q de cette corde , si on élève en O 
une verticale indéfinie OE y elle contiendra le centre de 
gravité y et les efforts exercés en A et B seront propor- 
tionnels aux sinus des angles BOE et AOE (19) : ainsi 
on aura 

Q _ P' — ^' 
ain.AOB ~ sïn.BOE "*" sin.^O^' 

Cela doit même avoir lieu , queb que soient les points A 
et B pris sur la courbe y puisque l'état d'équilibre permiet 
de considérer comme ^\es deux points quelconques pris siu* 
le cours de cette courbe. Si donc on regarde le point F 
conmie fixe au b'eu du point ^ , le reste de la courbe ne 
changera pas de forme} de plus la tension P' exercée en A 
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pmm tfêê k yoM M^ «a fis«^ mm ries ffa^yr à FéiM 

4V>4|#i«ii;fie Au *ftùmt'f m tftciifim te foial ta 

Im IWm /^%/^% ««. , a fl'allm i^C po0r cckltti 

MMH i^ fi^ f ^f puJMfu'clb» MMH ^Tudaitct par kf 

/'',P^,i'^mjupêeUm k$ pfiiiww P^^P^^ ... fm^ 

uAtmiéiçuiîhittmtur^imimmUtatàom 

tH'A4* 9^* Cherchcm V^fomiMÊU âe la courbe jiMC tonnée par 
une corde ineitenèiLie , unifonn^jeot groue , fixée en dens 
jMiiuU di^nn^ ^ et C, et iollicitée dans tons ses points par 
h f^rnyïtà, Prenon» Torij^ine en A , lliorisontale AX pour 
aie des x, et comptons lesj^ verticalement : pour no point M 
quclconc|ue f nous aurons AP z^ x , PM-=.j et AM'=^ #• 
Les tensions eierc^es en ^ et en iif suirant les deux ta»» 
fentes AD et MD donnent (19) 

poids de AM _ ûû.ADM 
tension en >^ nn.EDÂi* 

Or obf ervons que comme la tension en ^ est constante , 
et que le poids de Tare AMt%\, proportionnd à sa longueur; 

le premier rapport = — ^ a étant une constante indëtei^ 

mmkt. De plus sin IDF= ^ , cos JDFzi:, "^ ^ *" 

désignant par I l'angle 1AD ^ on a 

iiW.AUM = $in. A DF = iin. (IDF — IDA) ^ ainsi 

ùa.ADM^L , Donc on a. • • 4 

CM 

.'. ^ ^^>>i»^~^'C<»^ . i^^u on ti,^ 
a dx 

$ix =: ad^jr sin # — < ad/ cos I (i> 
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Telle est l'ëquatioii diffiStentielIe de la cbainçft^. Pour 
'étimiiier utie des Tariables x ^j et 4r on diffiêrentSe ^ et 
prenant dx constant j qh obtient «— dndx -= bd^ y en fai« 
•anti^scacosl. O» dëdnitdelà,«B<niet|Ai>t^<(As*4»i^ 

pour ds, - dxdx - y^J^ ' /\^^^ i «i^x4lwitoo«t- 

tant, Tintégrale du second inembre est T^blement. . • 
A. \/(ûfcr -h . -•) ; ccUe du prenMermemhte est ^^j^dx, ej; 
ajoutant à /ce '-«rnière pour coii«jtanif cdXp, (à caus^ d^ 
rhompgénéiié. ^c ^^jr) <ù: 5?c h.^ijix*^ ^ dj-*}. 

dy 

Or --^ étant la iingente de Fangle que forme arec Paxe 
dx 

des j: la touchaot^e à la courbe eu cha^ie point p ai on fait 

dT 

jrszOf on devra avoir --^ ^= tang I : cette condition 
donne czs^B^^i -i^Uxïg* ê)^=^6.9€C$fàfoucs^0*Dong 

Pour intégrer cette équation on fait a '•^y = ^ , et oa t 

dx'=- ^ ' ■ , , t on rend cette fraction rationnelle en 

•apposant , suivant les principes coonus^ • 

^(^s — i^) = j — / j on ^ déduit 2 et cb en fooctipii 

de ty et on a, en substituant, dxssib^ — ^; donc* • • • 

jp=:3(logi4-^>ou«==;fr^log[^ — V^C»»— i*JÛ+^]j 
«u enfin 

« = « {log(« -j- - x/[(«-^)- - *•]) + A\ . 

Cette équation renferme ks trois constantes A^a^ et £) 

or i^. X = o > doit donner y sz o*^ iefOK% 

^:^-log[is-v/(a'~**)]>«t 
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ft*.Siontirede(2)IaTale|irde6«<^ pour la sobstitiier 

daii3 (i) f on aura Téquafion 

#5sa8ia# — v/[(a— j-)? — ^»] (fi^) 

qui donne la longueur de Parc qui correspond à une ordonnée 
connue. Si on met les quantités connues ^Af Cet KCpouré 
tXjTj cette équation devant être sàtis^te, donnera une équa- 
tion entre a et #. 5^. Enfin , si on met AK pour a: , et KC 
pour j* dans (^^) j on aura une nouvelle équation entre a 
iet'l. Ainsi on pourra trouver les valeurs de ces deux cons- 
tantes. L'équation {A*) , dans laquelle les constantes sont 
maintenant connues , est celle de la chaînette : elle s*étend 
Il tout le cours de cette courbe considérée comme prolon- 
gée de part et d'autre vers A' et vers C 

D'après la théorie des maxima j on trouve le point B 

|e.Q|us.bas de la courbe, en faisant -^.==0 : cette bjp<^ 

ibctae faite dans Téquation (2) donne pour j' , HB = a — ^ ; 
Péquation (^^) donne l'abscisse AH de ce point j et (^*) 
ou (i) donne poni^ a j AB = a.sin I. Il suit de là que pour 
les valeurs de s qui , telles que AO j sont plus grandes 
que AP , on devra danç l'équation {B^) faire précéder le 
radical du signe -{• ) et que pour deux points C et O placés 
de part et d'antre de ^j de manière que CK = CK' y on 
aBCzzzBO , et les valeurs de AC et AO ne diffèrent 
que par le signe de ce radicale 

Concevons une voûte en équilibre composée de petites 
sphères qui se touchent , et joignons les centres de ces 
sphères «par des lignes droites. Imaginons ensuite que la di- 
rection de la pesanteur de ces sphères change toulrà-coup 
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et se &s8e en teiu contraire , et que les sphères soient lices 
ensemble par. des fib , ou autrement , de manière qu'elles 
ne puissent pas obéir à Tinipulsion verticale de la pesanteur, 
il est yisible que l'équilibre ne sera point troublé , puis- 
que des puissances qui sont en équilibre continuent à*j 
tire lorsque sans changer ces puissances , on ne fait que 
leur donner à toutes des directions contraires. Il est visible 
de plu$ que dans ce cas la voûte devra former une chainettCi 
que \e% pieds- droits de cette voûte seront les points fixes, et 
qu'il n'y aura d'autre différence que dans le renversement 
de la figure ) donc la voûte pour être en équilibre devoit 
avoir la figure de la chaînette. 

92. Il résulte de ce qu'on a dit précédemment , qu'on Fig. 40^ 
ne peut tendre une corde pesante en ligne droite , si ce 
n'est verticalement ^ car le poids de la corde peut être assi- 
milé à une force appliquée au centre de gravité : or , soit 
ADC le cordon retenu par les deux forces -P et Qj soit il 
le poids de ce cordon , on a 

P__ 8in. BDC 

R ~ m. ADC' 
Or , plus la corde est tendue , plus l'angle ADC est grand, 
et plus aussi BDC «p^roche de l'angle droit ^ de sorte que 
pour que la corde soit tendue horisontalement en b'gne 

P I 
droite, il faudroit qu'on eût -^^ =: — ^ on jP s= 30 tant 

que R n'est pas nul. Ainsi quelque petite que soit la force Rp 
elle fera courber la corde. C'est ce que l'expérience cou* 
firme tous les jours. 

95. Si deux forces P et Q agissent à l'extrémité d'un K«. 4#. 
eordon ADC y passé dans un aifneau ou nœud coulant Dy 
retenu par une force R , voici les condib'ons de leur équi- 
libre : iMa droite DD doit diviser l'angle ADC en deux 
également , et aT. les forces P et Ç^ doivent être égales. £a 
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cflfirt, êi les angks jiÙB et BDCsotti îâëgâult, h corde 
glissera au point />", cte^tte condîtiofi combhiëe avecccUe 
du i>arall<*lbçrariimè des forces eûtrahre IVgab'té de P et Ç. 
Donc dcut forces P et Ç ne peuvent être en équilibre à 
Taide d*uu cordon passé dans un anneau fite qu'autant 
qu'elles sont égîdes. Il résulte de là que «i une corde , aux 
extrémités de laquelle deux forces P' et jFCO agissent, est 
Wf . 41. courbée sur un polygone-solide P^M^Jkf'M^..., il fkut pour 
qu'il y ait équilibre que ces deux forces soient égales J car 
on peut regarder Kes aàgles HP , Âf , .... du polygone 
comme autant d^atineaut fiies« 

Fi^, 45, 94. Soient A et Blés deux points de suspension d*un 
cordon jiEB auquel est attaché un poids P , ajrant on 
nœud coulant ou un anneau en son point d*àttache E avec 
le cordon : cherchons les conditions d'équilibre de ce sjs-» 
tèmç , dont on ttouve un exemple daûs les Réverbères des-- 
liùés à^ édkirer les rues. 

Menons l'iiorisontale AC et !k vtereîerfc C2?/f , AC et 
CB sont connus^ faisons la longueur AEB du cordon = h. 
Puisque EG partage l*angle AEB en deux parties égales , 
les angles H et GEB tout égaux ; aimsi le triangle EBH 
est isocèle , et UE =: EB , enfin A^ ^^ A. Donc si de A 
comme centre et d'un rajron t^ h^ on trace un arc de cer* 
cle, il coupera CH au point H j tel que la perpendicu- 
laire /fF , éffevëesûr le milieu dé BH y déterminera le 
point E de suspension du poids P\ cette construction 
résout donc graphiquement le problème proposé* On peut en . 
trouver aisément une solution analytique* 

IL De l'éçuiU&re d'un corps qui ne peut se mouvoir que 
sur un^ ligne p et en particulier st^ran Plan Incliné. 

* 95. U eut évident qa'unr fdrct N, de directioniperpett^ 
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diculaire à un plan AB , sollicitant un point matériel , est Vif. 4^* 
entièrement détruite par la résistance du plan ; et qu'une 
force dirigée dans le sens même de ce plan doit avoir son 
entier effet. Il en résulte que , pour qu'une force unique 
sollicitant un point matériel sur un plan le laisse immo- 
bile y il faut que cette force soit de direction perpendicu- 
laire à ce plan j car si celte force éloit comme P' dirigée 
obliquement , on pourroit la dccoiiiposcr en deux autres | 
Tune dans le sens même du plan , et Tautre de direction 
perpendiculaire au plan j la première devant produire en- 
tièrement son eflet y le point oLéiroit à son action, ce qui 
«6t contre l'hypothèse. 

Donc un corps pesant, place sur un plan , n'y peut être * 
en équilibre cpe lorscjue ce plan est horisoutal , puisque 
la direction de la gravité est verticale. 

Donc aussi pour qu'un système de forces retiennent un * 
point matériel en éijuilibre sur un plan , il est nécessaire et 
il suiHt que la résultante de ces forces soit perpendiculaire 
à ce plan : c'est ce que nous allons appliquer. 

Cherchons maintenant les conditions d'éqm'libre entre • 
deux forces quelconques P' et P^y qui sollicitent un point 
matériel sur un plan. Décomposons chacune de ces forces 
en deux autres , l'une peq>endiculaire au plan , l'autre 
dirigée dans le sens du plan. Les premières composantes 
étant détruites par le plan , il est clair que pour que ré<|ui- 
libre ait lieu, il faut que les deux composantes, dans le 
sens du plan , soient opposées et égalts. La première de 
ces deux conditions fait voir que le plan dos deux forces 
doit être perpendiculaire au plan donné j cpiant à la seconde 
condition, soit, fig. 46, le plan des forces, et AB son lig. 4<. 
intersection avec le plan donné ; nommons ê' et tf^ les 
angles que forment les directions des forces avec le plan. Les 
composantes perpendiculaires au plan sont Mbz=.P* sin k'^ 

12 
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et MaiszP^sméf y les autres sont MdszP' coié% et 
JUczz P" cos •'' ! on a donc 

/>'cosé^ = i>''cosé».... {C^). 

* Ainsi il faut ici pour Tëquilibre deux conditions^ h 
prenuèrc exige que le plan des forces soit perpendiculaire 
au plan donné ^ la seconde est renfermée dans Téqu»- 
tion (C^)< Quant à la pression qu'éprouve le pkin , elle 
est la somme des composantes Ma et Mb qui lui sont 
perpendiculaires : soit N cette pression ^ on a 

iV= P' sin d' + P** sin ô^. 

P' cos ê' 
En mettant poiu» P^ sa valetir ^^ et observant que 

sin •" . cos •'4- cos •" sin •' = sin (*' + •"), on trouve pour 
la valeur de la pression dans le cas d'équilibre 

cos «" ^ ^ 

* 96* Appliquons cette théorie à la pesanteur. On «nppelle 
Plan inclina celui qui forme avec un plan horisonùil un 

'.; angle quelconque ^ et Tinclinaison se mesure par cet angle : 
c'est celui que forment entr'elles deux droites menées dans 
ohacun de ces plans par un point quelconque de leur ligne 
d'intersection , perpendiculairement à cette ligne. Puisque 
l'une des deuii forces est ici verticale^ et que l'équilibre 
a lieu, le plan des forces est vertical ^ et de pluS) perpen- 
diculaire au plan incliné : ainsi il' doit couper ce plan y et 
le plan horisontal suivant deux droites AB et ACy for» 
Fig. 4^. mant entr'elles l'angle même des deux plans. Soit M le 
point matériel pesant ^ si on abaisse une verticale BC d'un 
point B de la ligne AB y elle sera contenue dans le plan de 
la figure qui est vertical : on nomme AC la bcisey BCW 
hauteur y et AB la longueur du plan incliné. Soient donc 
deux forces^ l'une P' de direction verticale représentant 
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le poids du point mobile My l'autre P'^ destina à retenir 
ce poids en équilibre sur le plan incliné : désignons par 1 
l'angle d'inclinaison A^ Puisque P'M est par hypothèse 
perpendiculaire sur ACy dans le triangle MAD ^ on a 
cos 1^ = sin f , et l'équation (C) deyient 

/>'sini = />'^cos«'^ {E^). 

Mais outre cette condition , il faut que la force P^ soit 
dans un plan vertical perpendiculaire au plan incliné. 
Parmi toutes les directions qu'on peut donner à la pui^ 
sance P^ ^ il y en a deux qui conduisent à des résultats 
remarquables. 

i^ S\P^ agit horisontalement I on a é^ = fy et la for* * 
mule (i?^) devient 

P' sin i=P^ cos %, ou P^ = P' Ung • . • . (F^). 

CB 

Or , dans le triangle rectangle ABC^ on a tang 1= —^ ; 

donc P^ = P'>, ^, d'où — =^. 

Ainsi le poids du corps est à la force JhorisonitU* employée 
à le retenir en équilibre sur un plan incliné , comme la 
base de ce plan est à sa liauteur. 

2^ Si P^ agit dans la direction AB du plan incliné j * 
on a 4^ = o I et cos 1^ = 1 f la fonnule (£^) devient donc 

BC P' BA 

P'^P'. sm. = i"x ^, d'où jr = -Sc- 

Ainsi le poids du corps est à la force parallèle nu plan 
incliné, dans le cas d!* équilibre ^ comme la longueur de 
ce plan est à sa hauteur. 

Quant à la pression qu'éprouve le pktt incliné, la valeur ^ 
(X>*) devient 

A^= -^ X cos(i-l^) (G^). 
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En rapprochant cette ei^pression de l'équation {E^), on a 
pf pn pf 

cosê^f sini cos(i — à'')' * ' '^ ^* 

Ainsi le poids , la puissance et la pression sont respectif 
vement proportionnels aux cosinus des angles formes par 
la direction de la puissance avec le plan incliné , par C€ 
plan avec la verticale , et par la puissance avec l'/iorison» 
i^ Si lu puissance P" a sa direction horisontale ; on a 
i-^é'fy d'où 

cos i AC 

On voit alors qu'on a N^P' ^ c'est-à-dire, la pression 
plus grande que le poids du corps. Si le plan AB étoit 
horisontal, on auroit ABzziAC y d'oiiiV=jP', ce qui 
est évident : et si ce plan étoit vertical , on auroit ACzz.0 f 
et par conséquent iV=oo : /"' devient alors perpendicu- 
laire au plan. 

2*». Si la force P^ agit dans le sens du plan ^ on a 
êff = o, d'oii 

N= P'. cos i:=zP'x ~T,- 
AB 

On voit qu'alors on a A^< P'* Si le plan AB est horisontal^ 
comme dans ce cas ABzn AC y on a P' z=.N> 

Toute la théorie du plan incliné repose, comme on 
voit sur les équations générales {C") et (/^"j : nous ob- 
serverons que néanmoins on auroit pu dtnnontrer tous lef 
théorèmes précédens , en appliquant immédiatement au cas 
de la pesanteur les raisonuemens généraux qui nous ont 
conduits aux valeurs {C") et (/^"). 

Si le point matériel étoit sollicité par un nombre quel- 
conque dé forces, on déconij^oseroit chacune d'elles en 
deux autres , l'une perpendiculaire au plan , l'autre dans 
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le sens du plan; et il ne 4'agîroit que d'écrire entre ces 
dernières composanles les ëquab'ons d'équilibre ( F, n". a3) 
entre des forces disposées dans un même plan. 

97. Si le point mobile est sur une courbe ou sur une 
surface courbe y en considérant la tangente , ou le plan 
tangent mené au point où le mobile est placé , on peut y 
appliquer ce qu'on a dit (C)5) } ainsi la force qui sollicite 
un point mobile ne peut le laisser en équilibre sur cette 
courbe ou sur celte surface courbe, qu'autant cpi'elle est 
dirigée suivant la normale. Nous ne dirons rien ici do 
récjuilibrc sur une surface courbe , ou sur une courbe h 
double courbure : on peut consulter à cet égard la Aféca^ 
nique philosophique , numéros gS et 96. 

Soit une courbe plane DZ ^ dontj'=zJx est Téquation pjg, ^^ 
j4P;=Xy PMz=.j) et un point M sollicité par un 
nombre quelconque de forces : cherchons la condition 
d'équilibre. Nommons A* et K les somnies des compo* 
santés respectivement parallèles aux axes des x et des j* (25). 
La tangente en M fait avec l'axe des x un angle ^ dont 

le smus est -j- , et dont le cosmus est --- , * représentant 
OH as 

l'arc de courbe DM. Or ^ on a pour les composantes de X 

et Kdans le sens de 

JLa tangente . . • A • -r- , x . —- . 
as da 

La normale . . . -X" . -^ , K. -—• 

as as 

Il devra y avoir égalité entre les composantes dans le sens 
de la tangente y et la pression N sera la soumie des deux 
autres composantes : donc 

XJx= VJj'y et Nds = Xdjr + Vdx .... (P). 

La première de ces équations fera connoitre l'une des 
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forces -Y ou Y; ou donnera Tëqualion j-=/x de la 
courbe DZ lorsque ces forces seront connues^ pour qut 
l'é(]uilibre ait lieu en un point (quelconque A/« Si la courb« 
DZ ctoit donnée, ainsi que les forces X et K, cette équation 
scrviroit à trouver x et^, c'est-à-dire les coordonnées du 
point où l'équilibre a lieu sur la courbe. Ainsi , soient des 
puissances données sollicitant un point matériel enfermé 
dans un canal curviligne ^ d'un point à l'autre la tangente 
variant d'inclinaison , les composantes dans le sens de cette 
tangente doivent aussi varier : l'équation précédente , com- 
binée avec celle de la courbe, servira à faire connoître 
Vx et Vy du point de cette courbe oii l'équilibre doit avoir 
lieu. 

Si on met pour ds et— leurs valeurs \/ {dx*^^jr*)^ et 

X 

— dans dans la seconde équation , on trouvera • • • • 

iV2F=v^(^^+ F*), ce qui est d'ailleurs évident, car la 
réimlunte de -ï et de r est =x/ ( A- + r- ) , ( i8)- 

3i on prenoit pour l'équation de la ligne DZ celle d'une 
ligne droite, c'esVà-dire , j- = aj: + 6 , les équations pré- 
cédentes feroient trouver de nouveau les théorèmes gS 
et 96 ; nous ne nous arrêterons pas à faire ces calculs , qui 
n'ont aucune difficulté. 

ng 49> 98* Soient deux |)oints matériels m^ m' , disposés sur 
deux plans inclinés adossés AC y Ci? (ainsi qu'on le voit 
fig, 49); et unis par un fil inextensible mCm' ^ passé dans 
la gorge d'une poulie C : on denmnde les conditions d'équi- 
libre de deux Ibrccs P y P* ^ agissant sur ces points , et 
formant avec les plans AC et -S C les angles ê et 6'. 

Les pressions exercées sur les plans sont les composantes 
perpendiculaires P $m$^ P' sia ^' ] mais elles ne se cu- 
mulent pas coxime précéd«ii)a>fiit» P<W qu'il y ait équi^ 
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Tibre à Taide de la poulie Cj d'après ce qu*on rcrra (io6), 
il faut que les composantes dans le sens des plans soient 
ëgaleSk On a donc P • cos #= P* . cos d'. 

Si les forces P et P' sont verticales , en nommant % et i' 
les angles formes par les plans arec la base horisonta?e 
AB , on a cos d = sin i , et cos ^' = sin i' , ainsi 
P . sin I = P' . sin i' , ou 

^ CD ^^ CD ^ P AC 

Ce cas a lieu quand les forces P et P' sont les poids des 
deux corps m et m!* Ainsi cisi/j: poids en' équilibre sur 
deux plans incliné? ,. soni enU^eux- comme Lss longueurs 
de ces plans, 

99. Soient deux poids m^mf ^ placés siu* les courbes AFtxi. So, 
et EBj et attaches au fil mCni' passé dans la gorge de la 
poulie infiniment petite C'y cherchons deux courbes AF 
ttEB telles que Téquilibre subsiste entre ces poid> , quelles 
que soient d'ailleurs leurs positions respectives sor ces 
courbes» 

Menons la verticale CN par le point C , et supposons 
que les équations des deux courbes, rapportées à cette ligne 
comme axe, soient j^=yjr pour la courbe AF y y' '=.Fx' 
pour la courbe EB : le point C étant d'ailleurs pris pour 
origine couunune des x et des x'. Cela posé , nommons a la 
longueur mCm' du fil ) faisons Cm = 'S , Cmf =^z' 'y nous 
aurons 

z + z'czoy z»=^»4-^-% ^'•=x'»4-j-'*. . . (i). 

Le poids est une force qui agit dans la direction verticale 
mb ] en représentant cette puissance par mB , et formant le 
parallélogramme mdbc , elle sera décomposée en deux autres, 
Tune md agissant dans le sens du fil Cm} l'autre me dirigée 
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dans le sens de la normale mN. Or y on a 

CA— x+sounoroi.= r-^^— ^s=^. ^ ■ / . -^ s:— ^; 

dx dx dx 

d'ailleui's les triangles semblables mdh ^ CniN donnent 

md '(Jm j max 

, ,. ma CN ' dz 

En. ogerant de la méiue manière pour le poids m^> , on a 

m'dx',., . T • / • >o / 1 

■ y. -pour sa composante dingee suivant Cm' : ces deux 
eu 4 . 

composantes doivent être égales dans le cas d'équilibre (io6)» 

Or l'équation « 4- z' =s a donne dzzzi'^ dz' j donc 

mdx + m'dx' = o , ou mx -4- m'x' =1^. . . . (2). 

Ce résultai fait voir que quoique position que Ton fasse 

prendre aux poids m ei m' j le centre de gravité de leur 

système doit toujours rester sur la même ligne honsontale : 

car d'après les équations {A') y la distance de ce centre à l'hori- 

1 ^TT mx-\-m'x' , . , , „ , 

sontale Gri est -— , valeur qm , a cause de 1 equa- 

ji 

tion (2), devient ; == constante. 

m "{' m' 

I.ors^pie la courbe AF sera donnée, et qu'on voudra 
trouver la courbe EB y propre à l'équilibre , il ne s'agira 
(pie de joindre aux équations (i) et (2), celle de AFy et 
d'éliminer entre cinq équations, qui contiennent les six 
variables Xy j'y Zy x'y j'y z'-y afin d'obtenir une relation 
entré x' et j', La constante arbitraire A sera déterminée 
d'après la considération du point E où la courbe BE ren- 
contre la verticale CWj ou d'après la jiosition donnée d'ua 
point quelconque de celte courbe. 

Si y par exemple, la ligne jiF est droite ; et si la poulie 
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C est placée ; comme dans la fig. 49 ; ^^ son point de ren- Tig. 4f • 
contre avec la verticale CD , en nommant i Tangle qu'elle 
faitavec Tliorison , l'équation j'=:y3r devient icïj' . tang t r:5x. 
Pour éliminer^ reprenons les deux premières équations ( i); et 

X 

mettons — : — pour r; elles donneront z = a — y, et 
tangi A »/ 7 > 

X 

z = -: — ; égalant ces deux valeurs, on en tire xsufa-**) tin t, 
smi V / 7 

ce c|ui change la valeur (a) en m(a— 2')sinj + m'x'=-4f. 
Si on veut que la courbe clicrchée passe en C, il faut que x' 
et z* soie ut nuls en même teuis y ce cpii donne A = ma sin i ) 
donc on a 

m'x' = mz' sin f. 

Enftti élevant au cjuarré , et mettant x'*+^'* pour z'% on 
trouve 

pour l'équation de la ligne cherchée. Elle conduit d'ailleurs 
au résultat énonce n** gS : car il est clair que cette ligne est 
droite ) et conmie en nommant i' l'angle qu'elle fait avec 

COS f' 

l'horison , son cciuatlon doit être j*' = x' . -: — - ; en com- 
' ^ *^ sm i' ' 

parant cette équation à la précédente, on en déduit 

m sin c = m' sin i'. 

100. Un point matériel est en équilibre sur un plan « 
lorsque la résultante des forces cpii le sollicitent est perpen- 
diculaire à ce plan : lorsqu'il s'agit d'un corps , cette con- 
dition n'est plus suffisante) en effet une force perpendicu- 
laire à un plan , n'est détruite <]ue parce qu'on la suppose 
appliquée en son point même de rencontre avec ce plan. 
Lorsqu'un corps est posé sur un plan , cette hypothèse 
n'est penm'se qu'autant que ce point fait partie du 



qS Statique- 

corps , c'est-à-dire , est un de ceux de sa base en contact 
avec le plan. Si le corps ne pose sur le plan que par diffo- 
rens points , conunc une table sur ses pieds , pour que la 
force perpendiculaire soit détruite , il faut qu'on puisse la 
dccoiiiposcr en d'autres qui lui soient parallèles et qui 
passent par ces points j ce qui exige visiblement que son 
point de rencontre avec le plan y tombe dans rintérieur 
du polygone qu'on forme en joignant ces points par des 
droites. 

Il suit de là que 
f 1®. Lorsque deux forces agissent siu* un corps posé sur 
un plan^ il faut j>our l'équilibre qu'elles soient dans un même 
plan perpendiculaire au plan donné) que leur résultante 
ne laisse pas tous les appuis d'un même côte ; et qu'enfin 
l'équation (C) ait lieu. 

2". Lorsqu'une de ces deux forces est la pesanteur , il 
faut que l'autre force rencontre la verticale passant par le 
centre de gravité du corps } qu'elle soit dans un plan ver-" 
lical perpendiculaire au plan incliné ^ que la résultante ne 
laisse point ses appuis d'un même côté ^ enfin qu'on ait 
l'équation (^"). Les deux théorèmes qu'on en a déduits 
ont également lieu ici , suivant que la force qui retient le 
corps sur le plan incliné est honsontale ou verticale. On 
a aussi la conséquence tirée de l'équation (^")* 

3**. Lorsqu'un corps n'a cpi'uu seul point de contact 
avec un plan , il faut , pour qu'il y ait équilibre , que la 
résultante des forces qui le sollicitent soit perpendiculaire 
au plan y et passé par ce point. S'il s'agit d'un corps pe- 
sant y il faut de même que le plan soit horisontàl y et que 
la verticale dirigée par le centre de gravité passe par le 
point de contact. C'est ce que nous éprouvons tous les 
jours 'y le centre de gravité de notre corps est placé verti- 
calement au-dessus de nos pieds y et est transporté alterna- 
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tivement au-dessus de chacun d'eux , lorsque cous mar- 
chons , ce qui donne à notre corps un léger balancement. 
Un corps pesant est donc d'autant plus près de sa chute , 
que la verticale abaissée de son centre d'inertie sur le plan 
horisontal sur lequel il est place , approche davantage du 
contoiu* de sa base de contact. C'est pour cela que les murs 
les moins élevés ^ et dont les fondations ont une plus 
grande épaisseur | sont ceux qui ont le plus de sondftë^ 

loi. Quand une puissance pousse un corps perpendicu- 
lairement contre un plan , elle exerce une pression qi^i se 
distribue sur tous les points de contact du corj)s avec ce plan : 
c'est ainsi qu'un poids presse le plan horisontal sur lequel 
il repose. S*il y a n points de contact , pour trouver l'ef- 
fort exercé sur chacun d'eux , il faut observer que la force 
se décompose en d'autres qui agissent sur ces points : s'il est 
question du poids P d'un corps , on le regarde conmie une 
force verticale passant par le centre de gravité j il faut 
alors décomposer ce poids on n autres forces parallèles 
passant par les points de contact du corps avec le plan. 
Soient donc x' j y ) x** y jr^ ) . . . a:C ^ ^i") • les coor- 
données de ces points j x et j- celles du point oii la verti- 
cale passant par le centre de gravité rencontre le plan : 
enfin soient p' y p^' , .... p^"^ les composantes de P ; les 
expressions (5) deviendront 

P z=i p* ^ pf +...p^"^ 

Px =p'x' 4- p*fxf -h. . .//"V) , 
Pjr =py +p^jrn + . . .piyw^ 

Ces équations , les seules auxquelles les forces/?' , p'fy .../)("> 
doivent satisfaire , serviront à les déterminer lorsqu'il n'y 
aura que trois points de contact , car il y aura dans ce cas 
autant d'équations que d'inconnues. Mais s'il y a plus de 
trois points dç contact , le problème sera indéterminé. vSi 
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le corps et le plan ne se touchent que par trois points etl 
li^^e droite , le probltînie sera encore dans le même cas ^ 
car en regardant cette droite conmie axe des x ou des jr , 
l*une des équations ci-dessus devient inutile. 

lo?.. Soit un corps pesant placé en équilibre sur deut 
plans inclines : cet état ne peut exister qu'autant que la ré- 
sistance de ces plans détruit le poids du corps : si donc on 
élève en leurs deux points de contact avec le corps des 
perpendiculaires , elles devront se rencontrer en un des 
points de la verticale passant par le centre de gravité ; afin 
que le poids du corps puisse être décomposé en deux au- 
tres forces de directions perpendiculaires aux plans : les 
composantes seront les pressions exercées sur ces plans. 
11 résulte de là que le pUin qui passe par les appuis et 
par le centre de gravité , doit être vertical ; et de plus 
perpendiculaire aux deux plans inclinés y et à leur in'^ 
tersectlon qui sera par conséquent korisontale. 

Tout ce que nous venons de dire n'est pas particulier 
au cas d'un corps sollicité uniquement par la gravité j et 
s'il y avoit dans le système des forces quelconques , il fau- 
droit dire de leur résultante ce qu'on vient d'exposer sur 
la verticale passant par le centre de gravité. 

rîf. 5x, Le plan de la fig. 5i est supposé être celui des pres- 
sions ) K et I sont les appuis ; les pressions ont pour 
directions K O et OI perpendiculaires aux plans inclinés 
u4D el BCy elles concourent en O , sur la verticale OS qui 
passe par le centre de gravité G du corps KGI : U2^ est 
un plan horisontal passant par l'intersection B des plans in- 
clinés; Menons l'horisontale Hfy représentons le poids P 
du corps par GS} prenons ORz=. GS-, et enfin achevons 
le parallélogramme QF) ces pressions seront représentées 
par QO=:Qy FO^zFy et comme les deux .triangles 
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OQRyNIB ont leurs côtés perpendiculaires, le poids P, 
et les pressions Q et F sont proportionnels aux côtés 
tlf^ HB et BI j ou plutôt aux sinus des angles qui leur 
sont opposés dans le triangle HBI) ainsi ou a 

P _ Q _ F 
sin. HBI~ sm.IBZ ~ sin.HBU' 

Donc y si le poiJs du corps est représenté par le sinus 
de l'angle que les deux plans font entr'eux , les pressions 
exercées sur chacun d'eux sont réciproquement proportion- 
nelles aux sinus des angles qu* ils forment avec Vhorison. 

Les conditions de l'équilibre des parties d*une voûte et 
la pression exercée sur chacune d'elles par ses voisines , 
c'est-à-dire , des F^oussoirs les uns sur les autres , sont des 
conséquences de cette proposition. Voyez, à cet ég;ard 
V Architecture hydraulique de Prony* 

IIL Du Levier, 

ïo3. On appelle Levier un corps retenu par un axe ou ir 
un point fixes , et sollicité par des forces quelconques : 
tout ce qui a été dit dans le chapitre premier doit ici re- 
cevoir son application ; ce qui résout le problème du le- 
vier dans l'état le plus général : nous ne regarderons ici 1« 
levier que conmie une verge inflexible , sollicitée par deux 
puissances , et retenue en un point ïiix. 

Soient P' , P'f les deux forces ) BAC un le\'ier non jig, n^ 
pesant ) AN =i p' , AM'^= p'* : il est clair qu'il ne faut 
ici qu'une seule équation d'équilibre , qui exprime que les 
momens des forces par rapport au point fixe sont égaux^ 
En efTct , les forces ne peuvent être eu équilibre qu'autant 
qu'elles ont leur résultante détruite par la résistance de 
l'appui ) ainsi ces forces sont dans le même plan , et leur 
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/)' et p^ les perpendiculaires abaissiées du point fixe ^ sur 
leurs directions j P et /'' les centres de gravité des branches 
AB et AC y dont on considère les poids Q' et Q" comme 
deux nouvelles forces appliquées à ces centres : y' et <^* les 
distances de Tappui A aux verticales P Q' , /" Q" ) on a 
quatre forces dont les momens , par rapport au point 
fixe A y doivent être égaux : la condition d'équilibre est 
par conséquent exprimée par l'équation 

py + Q>q' = pitj,ii ^ Qilqil .... (ilf //). 

On a souvent deux puissances ifcT et P verticales, dont Fie. S3* 
m ci p sont les bras de levier : la balance appelée Romaine 
est dans ce cas; cette macliine, composée d*un Jléan re- 
tenu par un axe fixe , sert à peser tous les cori)s qu'on 
suspend à l'un de ses bras à l'aide d'un poids constant 
qu'on applique a l'autre bras ^ à une dis lance convenable 
de l'axe. 

Ces sortes d'instrumcns portent des divisions à la bran- 
che sur laquelle glisse le \yoids constant , pour s'approcher 
ou s'éloigner de l'axe ; jusqu'à ce que le fléau soit hori-> 
sontal : et l'aspect de ces divisions fait juger sur-le-champ 
du poids du corps qui est suspendu à l'autre bras. Voici 
la tliéorie d'après laquelle ces divisions sont marquées. 
Soient AI' , A/", .. les divers poids qu'on suspend successif* Tig, 5,1 
vement en B ^ m^ /?', p^y leur distance à l'axe, et celles du 
poids constant P qui leur fait équilibre : Q' , Ç" les poids 
des bras du fléau; y', g^^ j les distances de leurs centres 
de gravité a l'axe. L'éf|uation (3/^) donne 

]kPm+ Q'r/=:Pp'+Qffg1 ^ M"'m+Q'r/=Pp'"-^Qffqf^ 
Mfm-\'Q'q'=Pp'f+q»iq% M'-m'+q'i/=Pp'--{.QiqH^ etc. 

En retranchant successivement la première de ces équa- 
tions de la seconde , la deuxième de la troisième , etc. y 
on en déduit 
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P''-P'= p . m, />"'-/)/'=: p m, etc. 

^i les poids M' y M^f 7 • • • sont en progression aridimé- 
tiquc , on a AP — M' = M"' — M" = etc. , d'où 
/?" — />' = p"' — ^ 7^" = etc. les divisions sont donc égales 
cnlr 'elles : et si on veut qu'elles soient de plus égales au 
plus pelil bras , c'est-à-dire = m , on aura />" — p' = m , 
d'oii P r= M'' — M' ) alors P n'est plus arbitraire. 

On «construit ordinairement cet instrument de manière 
à ce qu'il soit en équilibre , sans les poids M' , • • . P* 
On a alors Q^^' = Q"^" j d'oii on conclut M^m = Pp^ j 
et dans le ras où on veut que les divisions soient = m ^Sip' y 
on a M'= P= APf — M' j d'où A/" = 2M\ Ainsi k 
poids constant P fera successivement équilibre à des poids 
3/' , sAf' , 5Af' ; . • . pmsque M' est la raison de la pro- 
gression. 

* io5. La Balance ordinaire est un levier du premier 
Fi^. 5^. genre dont les deux bras ou fléaux AE y ED sont égaux ; 
les forces en équilibre doivent donc aussi être égales. L'un 
des Bassins C porte la substance qu'on veut peser j l'au- 
tre contient le poids D qui lui fait équihbre. Une aiguille 
fry y perpendiculaire à la direction du levier , est fixée au- 
dessus de Taxe de. suspension j cet axe est lui-même sou- 
tenu 2)ar deux couteaux -r et j , sur une chappe Mf verw 
ticale j les directions de l'aiguille et de la chappe doivent 
coïncider dans le cas d'équilibre. Il est inutile d'insister 
8ur une machine aussi simple , et d'un usage aussi familier : 
mais il est à observer que si les bras de levier ne sont pas 
égaux , les poids ne peuvent pas l'être non plus , et la ba»» 
lance est fausse. Il est aisé de reconnoître la supercherie j 
car en changeant les poids de bassins, celui qui est le plu« 
foible aura un bras de levier plus court ^ et il n'^ aura plus. 
''•'inilil^re. 
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Quoiqu'une telle balance paroisse peu propre à peser , 
on peut cependant s'en servir avec avantage j et le moyen 
que nous allons indiquer à cet effet , doit être employé 
dans toutes les opérations ou on veut obtenir des résul- 
tats très-justes , même lorsque les balances sont exactes , 
parce qu'on sent assez que cette exactitude n'a lieu qu'à- 
peu-près. Soit V le poids inconnu j P le poids qui lui fait 
équilibre } y ci p les deux bras de levier i on devra avoir 
dans le cas d'équilibre Vj" = Pp. Si on change les poids 
de bassins , c'est-à-dire de bras de levier : il faudra em- 
ployer un nouveau poids P' pour mettre V en équilibre , 
et on aura encore Vp = P'j'* Le produit de ces deux 
équations donne 

y. — ppf^ ou r = \/{PP') ) 

c'est-à-dire ,' que le poids cherché est moyen proportionnel 
entre les deux poids P et V qui lui font lour 'autour équi-' 
libre. 

IV. De la Poidie. 

io6. Ou peut regarder la Poulie comme une machine * 
composée du levier : elle consiste en une espèce de roue , ^^' ' 
ou de cylindre d'épaisseur arbitraire ) on la fait ordinaire* 
ment circulaire j et c'est dans cet état que nous l'examine* 
rons ici. Sa surface courbe est creusée en gorge : au centre 
est un SLxefixe ou mobiltt j une corde est passée dans cette 
gorge , et dans le cas oii l'axe est fixe , les puissances sont 
appliquées aux deux extrémités du cordon : voyez fig. 55. 
Quand la poulie est mobile ^ comme dans la fig. 56 y \ç 
cordon a l'une de ses extrémités fixe , et la seconde puis- 
sance agit sur l'axe même. 

La poulie , fixe ou mobile en équilibre , peut être r&- * 
gardée comme sollicitée par trois puissances P' y P" eiRfYig, Br» 

«i 
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la dernière étant appliquée à Taxe , opposée et égale a k ré^ 
sultante des deux autres. Ainsi le moment de R , par rap* 
port à cet axe , est nul , et on a les momcns de P' et /** 
égaux (29) y ou plutôt P' z= Pff y car les perpendiculaires 
GE et EH sont égales : ( on peut d'ailleurs regarder ces 
deux forces conmie agissant aux extrémités des bras de le- 
viers égaux GE et EH), Donc la poulie fixe ne sert qu'à 
changer les directions des deux puissances qui agissent 
aux extrémités du cordon , puisque ces forces doivent être 
égales : et dans la poulie mobile (fig. 56) la pression qu'é- 
prouve le point fixe est égale à la puissance qui agit à l'une 
des extrémités du cordon. 

107. La pression qu'éprouve l'axe dans le cas de la poulie 
fixe y ou la force qui agit sur cet âxe dans la poulie mobile^ 
est la résultante R des forces P' et P" : ainsi elle est la dia- 
gonale AD du rhorabe , construit sur les lignes égales AB 
et AC qui représentent ces forces : si donc on nonune C 
l'angle P^'AE , moitié de P'AP** , on aura (17) 

/IssaP'cosf {IS^). 

Cette équation donne le rapport qui existe entre les deux 
puissances dans le cas d'équilibre de la poulie mobile. On 
peut dire aussi que les triangles GEH et ABD ayant leurs 
côtés perpendiculaires , les forces R et P^ sont proportion- 

tj GH 

nelles à G/f et G£:, ou — t=: -ttt ; donc dans Vétat 
P ijE 

d'équilibre de la poulie mobile , la puissance V est à la 
force R appliquée à l'axe , comme le rayon de la poulie , 
est à la corde de l'arc embrassé par le cordon. 

Si la poulie mobile étoit pesante , il faudroit regarder le 
poids R comme formé du poids dont elle est réellement 
chargée ; augmenté du poids de la poulie. 
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io8« Concevons maintenant un système de plusieurt « 
poulies mobiles , comme on le voit dans la fig. S8. La rig . 
poulie O ne peut tourner sans entraîner la suivante C^ , 
et ainsi des autres \ ainsi le poids K montera par l'action 
de la force M, Soient donc z' , f^ , . . . z^") les tensions des 
curuons ; sG' « 2C^ , • • • aC") les arcs embrassés par les 
cordons. On a pour Tëquilibre ^ en vertu de l'ëcjuaticfû 
précédente , .savoir t 

(O ..%: /l=2/'C0S 7 

- \c^ ..•.. t' zsaz'^cosC^ 
autour de 1^, ^=2^"cosC-' 

**P^^0 etc. 

( a«^ . . . . /(• -«^ = 2|C'')C0$ C '^î = 2 Af COS C '»\ 

Si on multiplie entr^ellcis les deux, trois , etc. prériiières * 
de ces équations y on déterminera aisément <^ ^ ^/^ y etc. p 
c'est-à-dire y la tension de 'cliaque cordon : si on les mul- 
tiplie toutes ^ on aura pour la relation enVè les deux fbrces 
Af et A ; Téqualion 

il = 2" X M (cos C.cos C^^.cos 9^. . ..cosC^")). . . (O^); 
Il suffit donc de connoitre les directions des cordons pour 
trouver le rapport entre les forces R et Âli 

109* Lorsque deux forces parallèles R et M sont appU» * 
quées aux deux extrémités d'un cordon passé sur une poulie 
fixe y il suit de ce qu'on a vu (5o) , que le théorème du 
n*. 107 a encore lieu: la résultante A ^ ou la pression exercée 
sur l'axe p est égale à )a sonmie des forces ; ou plutôt au 
double de l'une d'elles i et comme alors b s:; o , la for- 
mule (iV^) s'applique encore à ce cas. U est même visible 
que lorsque la poulie est uiobile , la force. AT a alors la 
direction la plus favorables pour retenir en équilibre la force 
Rf puisqu'elle est la plus petite possible. 
, Si on a un système de poulies mobiles dont les cordons 
soient parallèles , al^rs.cos C^=; cos C ;= etc* •= i ^ et l'équa- 

tion (O^) se réduit à /l = a^Jlf j d'oîi ofa tire -^ = — ^ ; 
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la farce est à la résistance comme V unité est à lapuissance 
dû 2 marquée par le nombre des poulies ^Jiobiles. 

On peut employer ce système de poulies pour aider Ici 
forces à faire ét^ilibre à des résistances considérables ^ 
ainsi qu'on peut le voir d'après l'équation R:= n'^M. Mais 
on doit observer que pour élever le poids /î à la hauteur a, 
il faut développer une longueur de corde = n^a : de sorte 
que ce que l'on gagne du côté de la puissance y est perdu 
du côté du tems. £n effet ; la dernière poulie ne peut 
monter de a , sans que les deux cordons qui embrassent sa 
gorge ne se raccourcissent eux-iucmcs y chacun d'une pa- 
reille longueur 5 ce qui fait que la puissance aura fait passer 
dans cette gorge une longueur de corde = aa. L'avant- 
dernière poulie devra donc monter de na , pour que U 
dernière s'élève. se\dçment de a. Par la même raison , le^ 
cordons 4e l'avai^tr-dermère. poulie doivent se raccourcir 
chacun de za y pour qu'elle s'élève aussi de la hauteur a ; 
ce qui forcera la poulie suivante de monter de 2'.a , çt 
ainsi de suite. 

On appelle Mouffle une machine composée de plusieurs 
poulies portées par une même chappe : on assemble ( comme 
on le voit dans les fîg. 69) une mouffle mobile avec une 
moufïle fixe ; de sorte qu'un même cordon , tiré par une 
force M y embrasse tour-à-tour les poulies^ la mouffle mo- 
bile porte un poids R* Puisque chaque poulie doit être en 
équilibre en particulier , toutes les portions du cordon 
éprouvent la même tension : on peut donc regarder ces 
tensions conmie autant de foirces ^dles employées à soiite«>' 
nir le poids R : en supposant les cordons parallèles y cie qui 
a ordinairement lieu d^lnc mainière sensible^ le poids jRse- 
distribue également sur tous les cordons qui sont employés à 
soutenir la mouffle mobile. Soit n\t nombre de ces conddnft f ' 
<^adoûc /ls= J/n, ' . ' ''C li'ï 
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V. Du TreuiU 

ïio. Le Treuil ou Tour est une machine composée * 
d'un cylindre et d'une roue qui ont le même axe , et qui 
font corps ensemble : cet axe a ses deux extrémités placées 
sur deux appuis ou tourillons ; une corde est enveloppée 
autour du cylindre , et est attachée à une résistance , ou 
supporte un poids. On imprime à la roue un mouvement 
de rotation sur Taxe ) elle fait tourner le cylindre autour 
duquel la corde en s'cnvcloppant surmonte la résistance, 
ou élève le poids» Ce mouvement de rotation est donné 
à la roue , soit à l'aide d'une corde qui est enveloppée 
sur cette roue , et qu'une puissance sollicite , soit en gar- 
nissant les jantes de cette roue de chevilles auxquelles on 
applique des forces j ou sur lesquelles des homnu^s montent 
en agissant par leur poids. 

Quelquefois au Heu d'une roue on se sert de deux le^-îers * 
-qui traversent le cylindre, fig. 61 ) ou de Manivelles ^ Fîf . 6x 
fig. 62 : mais les effets sont les mêmes; la révolution est 
seulement moins uniforme j la machine a d'ailleui*s l'avan- 
tage d'être moins embarrassante. Au reste , pour les condi- 
tions d'équilibre , toutes ces dispositions sont indifférentes. 
L'axe du cylindre peut être horlsonlal , comme dans le 
treuil, la Roue de carrière , fig. 60 , la Grue qui sert dans 
les bâlimens , fig. 65 y etc. Il est vertical dans le Cabestan , Fig, 63 
fig. 64 , machine dont on se sert pour amener peu'-à-peu 
des fardeaux considérables. 

Dépouillons le tour de tout appareil exlén'eur inutile ; * 
AD est Taxe du cylindre f{ue nous supposons liorisontal , Fif . «. 
A ci B sont ses appuis j FCD est la roue, D son centre» 
La force P est appliquée à l'extrémité de la corde FP 
tangeute à la roue F, et dans le plan de cette roue^ 
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qui est perpendiculaire à Taxe 3 la résistance y que non» 
représentons par un poids Q y est attachée à la corde QH 
qui enveloppe le cylindre } le plan perpendiculaire à Taxe 
passant par cette corde, coupe ce cyliudi-e suivant le 
cercle GHL Si de plus on conçoit par l'axe un plan lio-« 
risontal , il coupera le plan de la roue suivant AID , et 1^ 
cercle G/// suivant C//j CD et G// seront les rajon» 
de la roue et du cylindre j faisons CD =:/? , et GH:=z q .• 
de plus , H sera le point de la surface du cylindre où la 
corde HQ cesse de k toucherj on pourra donc concevoir 
le poids Q suspendu en ce point. 

H Soit e l'angle FMD que forme la direction de la force P 
jjLvec rhorison ; représentons cette force par la partie MN\ 
construisons dans le plan de la roue , qui est vertical , 
le rectangle OK , dont le côté horisontal DM. soit le pro-. 
longenient de MD. On pourra décomposer la force P 
en deux autres , Tune AfO = P cos i, horisontale^ l'autre 
MK = -P sin f , verlicîile. La première est détruite , car on 
peut la concevoir appliquée en Z> , ot supposer qu'elle 
n'a par conséquent d'autre but que de faire sortir l'axe 
de ^^^ appuis : qu^nt k la seconde , elle est parallèle au 
ppids Çj et employée en cntiçr à le soutenir. Menons Is^ 
droite M//, elle sera horisontalc , et rencontrera en /C 
Taxe du cylindre j on pourra la considérer comme uu 
levier dont Tappui est en A' sur Tqxc. Los forces Q et /l 
sont parallèles, on doit lîouc avoir ( 1 0*5) R x MKz^zlQ x A"//^ 
o\iR X MD rrr Ç X ijHzzz Qq , à cause de la similitude 
des triangles MDK , et KI^G : mettant P sin i pour R , et 

-r — pour MD j on obtient Pp = Qq. Ainsi dans Téquilibre 

du toLT , Us îîîouijns des puissances^ par rapport à l*axe^ 
tht-^'lindre sont égaiLX] ou si (H veut, la puisas an ce e^t 
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à la résistance comme le rayon du cylindre est au rayon de 
la roue. 

On observera que ce résultat n'est autre chose que celui 
qui a ëtë démontré (42) j pour les équations de l'équilibre 
de rotation autour d'un axe fii^e ; en effet , ces deux puis- 
sances étant dans des plans perpendiculaires à l'axe ; leurs 
composantes parallèles à cet axe sont nulles. On pourra donc 
remplacer la démonstration précédente par ce qui a été 
^t n** 42. 

lu. La corde ^ont on se sert dans le treuil; est com- * 
munémcnt d'un diamctre qu'on ne peut négliger. L'actioii 
des puissances se transmet par l'axe de la corde j il est 
évident que son rayon doit ^»tre ajouté d'une part à celui 
du cylindre , et de l'autre à celui de la roue. La pro-î» 
position précédente devient donc 5 la puissance est à la 
résistance qui lui fait équilibre dans le Tour , comme la 
somme des rayons du cylindre et de lu corde, est à la 
nomme des rayons de la corde et de la roue. 

Si doAc la corde s'est enveloppée autour du cylindre, ♦ 
et en a couvert entièrement la surface, pour qu'elle con- 
tinue de s'enrouler , elle doit former un second rang ^ 
ainsi on doit augmenter la puissance. 

112. Quant aux pressions exercées sur les deux appuis n 
u4 et B y il est aisé de les calculer s en effet , elles se 
composent, i" de l'action de la puissance^ 2*. du poids 
total de la machine ^ y^ de la résistance , c'est-à-dire du 
poids à élever. Les deux forces Q et iî = P sin 1 peuvent 
être toutes deux remplacées par leur résultante Q + /î ap- 
pliquée verticalement en K. De plus la force MO zs P cos 1 
agit horisoiitalement en D : enfin le poids total de la ma- 
chine agit au centre de gravité. Cela posé, il sera aisë^ 
^l'après ce qui a été dit (?>5 et 47), de décomposer chaque 
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force en deux autres , ag:Î6sant l'une en A et l'autre en B. 
On aura )>ar la eu cliacuo de ces deux points deux forces ^ 
Tune horizontale jirovenanlde iVO, l'autre verticale pro- 
duite par les autres puissances. Soient >. et >/ les forces ver- 
ticales , et ^ et fif les forces horisfjntales a^s^ant en A et 
€« /A LVfïort iixercé en A étant la résultante des forces A 
et f4, seras: v/ fA» -f- ^»), (18; j Teflort en iî sera 
V/ (//•-4-/«'* ) : et les tangentes respectives des angles 

A a' 
formés i>ar ces efforts avec l'horison sont — et — -. Or, 

A* i« 
comme les quantités a , a', ^ et /«' sont données , on con- 
riohra la grandeur et la direction des efforts exerce^ en A 
et /y. Ou observera seulement que conuue le point K 
change sans cesse ^ ces deux choses varient à mesure qu« 
la corde s'enroule. 

VI* De$ Roues dentées* 

* ii5. Une Roue dentée est un cjrlindre mobile autour 
rig. 6é. (le son axe ^ et dont la surface est munie de filets paral- 
lèles à cet axe : ces fileti» ou clenC^ s'engagent dans ceux 
qu'on forme de même sur une autre roue dentée^ et cet 
en^renagd est tel , que dès que Tune est mise en mouve- 
ment autour de son axe ; l'autre tourne en sens contraire) 
les largeurs dos dents ^ et les intervalles qui les séparent^ 
doivent être égaux dans les deux roues. Vojrez la fig. 66. 

tr Sur l'axe de chaque roue dentée ^ on en adapte ordi- 
nairement une autre , (jui fait corps avec elle , et est d'un 
diamètre moindre : celle roue s'appelle Pignon j ses dents 
se nomment Ailes. Alors clinque roue dentée engrène dans 
le pignon de lu suivante ^ conmie on le voit dans la fig. 66. 
Si une force M fait tourner la première roue A^ son 
|»i;5Uou a fera mouvoir la roue I) } de même celle-ci mènera 
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la roue C y etc. Enfin on adapte à la dernière roue E , au 
lieu de pignon y un cjlindre non denté , autour duquel 
est roulée une corde (pii soutient un poids R y ou qui est 
sollicitée par une force R. Cherchons les conditions d'équi- 
libre entre la puissance ^et la résistance R , aussi bien que 
les efforts exercés sur les dents des roues. 

On observera que chacune de ces roues et son pignon * 
ne sont autre chose qu'un tour : on a donc ici à considérer 
un système de tours. La manière dont nous allons résoudre 
le problème proposé , n'appartient pas seulement aux roues 
dentées^ mais l'esprit de la méthode doit étire appliqué à 
toute machine composée y comme nous aurons occasion de 
le voir par la suite y et comme nous l'avons déjà fait (io8)* 

La roue A entraîne son pignon a y cclui<K:i mène la * 
roue B j désignons par P' l'effort exercé par les ailes du Fig. €6^ 
pignon contre les dents de la roue t soient de même 
P^y P'"y .... les efforts exercés par. les ailes des pignons 
h y Cy ,.. sur les dents des roues C , Dy • • . avec lesquellet 
ils engrènent. De plus soient r'yv'^y ... r^'% etc. les rayons 
des roues; s'y «", ..,.«^")les rayons des pignons^ l'ac- 
cent t"^ est relatif à la dernière roue. Généralement les 
rayons sont les distances respectives de chaque axe au point 
de contact de la dent avep l'aile du pignon d'engrenage \ 
mais conmie ce point varie à mesure que le système $e meut , 
on peut prendre ; par approxiniation ^ une distance 
moyenne ; nous entendrons donc ici par rayons y les.lon<* 
gueurs comprises entre les axes et le point qui est au milieu 
de la longueur des dents. 

Cela posé y M etP' sont deux forces en équilibre autour * 
du treuil ji y leurs directions sont tangentes à la roue et au 
cylindre } de même pour les autres : on aura donc pour U 
condition d'équilibre 



i5 



ii4 Statique. 

{ji Mr' = P^s^ 

\b P'r*' ^ Pfaff 

autour 1*1 ^. — ^ s 

de la roue \ — 

/ctc etc. 

(Dernière. . . P'^'^'^rWs: /t*'/'). 

ik Multiplions entr'ellcs les deux premières équations ^ ou lei 
trois premières y etc. nous aurons y en réduisant 

Mr'r" — P"«^v'' , Mr'r'ir"' = P'^s'sfU"' , etc. 

Cts expressions servent à déterminer les pressions P'y P^,... 
la dernière donne le rapport entre les forces A/ et R} elle 
fait voir que la force et la résistance sont entr* elles comme 
le produit des rayons des pignons est au produit des rayona 
des roues. Ainsi deux forces très-inégales peuvent être mises 
en équilibre à Taide d'un système de roues dentées, et les 
eiTcts de la puissance ifef se trouvent par là beaucoup plus 
grands qu'ils ne Tauroient été sans le secours de ce système. 

Il 4* On observera que les roues ne font i)oint leur tour 
entier dans le même tems ; car la roue B étant supposée de 
loo dents, et le pignon a de lo aîles , à chaque tour de la 
roue A et de son pignoti , la roue B ne fait que le dixième 
d'un tour. De sorte qu'il faut lo tours du pignons a pour 
que la roue B fasse un tour entier , et ainsi des autres. 
Soient (2' j q^y ... ç^"^ les nombres de dents des roues , 
k'yk'f.., jtC ) les nombres d'ailes des pignons ; N'y A'''... A't"> 
les nombres de tours que font en même tems ces diverses 
roues. Après N' tours, le pignon a aura fait passer N'k' 
aSles dans les dents de roue B ; pareilleiuent cette roue 
faisant dans le même tems A" tours , aura fait passer N^q^^ 
dents dans les ailes du pignon a : or il en a du passer 
autant do part et d'autre j donc on a A'if = A'^^^ j en 
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raifoxmant do même pour lo$ autres roues, on trouve 

ra N'Jf = Ntq'f 

\b Nn*f = N'"q"' 

pour le pignou h A'^'^F' = Nmi^mi 

fctc etc. 

(l'avantKlernier. iV^-^UC'— ^=iV^")5^<''). 

On peut, comme ci-dessus , multiplier ces équations deux 
à deux y trois à trois , etc. pour connoître les nombres de 
tours que font les roues dans le même tems. Si on les 
nmltiplie toutes , on a 

T^'i/k'fk^' , . . A^"-') SS l\V'Yq"Y" • • • Q^"^^ • • • (Q'^)' 

Ainsi les nombres de tours de la première et de la der^ 
nière roue sont entr^eux comme le produit des nombres 
de dentt des roues est au produit du nombre des ailes 
des pignons. On observe qu'ici iB">et q' n'entrent pas, 
parce qu'il n'y a ni dents à la première roue , ni ailes au 
dernier pignon , ou du moins parce qu'ils sont inutiles à 
l'état du système. 

On peut donc se servir de l'équation précédente pour 
trouver les non^bres de dents et d'aîles d'un rouage , 
en supposant connus les nombres de tours de la pre- 
mière et de la dernière roue i mais on voit qu'ici le pro-* 
blême est très-indéterminé, car il consiste à trouver, 
(outre le nombre de roues qui est arbitraire ) /:', it"...it^''"'>, 
€jf , <i"'. . .9^"), étant donné A^^") et A'' : mais comme ces 
valeurs sont toutes entières ( ce que les horlogers appellent 
des nombres rentrons ) , cela particularise un peu la ques- 
tion. 

Si , parXexcmple , on veut employer cinq roues , et faire 
en sorte qu'à chaque tour entier de la première E ^ k 
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laquelle on suppose le moteur R appli<pië^ la dernière ^| 
en fasse 2800. 

On fera A'C")= i , N'=: a8oo, et l'équation (Qf) donne 
2800 . k' . it" . t» . F" = qff • q'".. q»i' . q^. On peut disposer 
arbitrairement de toutes, ces quantités , moins une : mais 
comme celte dernière devra être un nombre entier , on 
emploiera l'analyse ordinaire , et on verra qu'entr'autres 
hypothèses^ on pourra avoir 

b ... kfl =10 Nombre J£> ^ „„ _ 8^ 

c . . . F' = 12 . , JC . . . y'" = 80 

de la roue./ * 

rf . . . L'"' =12 v^ ... y'' = 75 

jTig. 6(. 1 1 5. Il est facile de comprendre maiil tenant le méca- 
nisme des horloges. Un poids ou un moteur est appliqué 
à la roue E y h. l'aide d'une corde roulée autour d'un cy- 
lindre e. L'action de ce poids fait tourner cette roue^ 
qu'on appelle roue de Cylindre; elle met le système en 
mouvement. Voici les nombres de dents et d'ailes qu'on 
peut employer. 

Aoue£ ou àt cylindre 84 dents; elle mène le pignon d de la ailes. 

Kouel? ........ 80 dents; c de 12 ailes. 

Roue C ou des minu/es 80 dents; 5 de 10 ailes. 

Roue f 7$ dents; a de 10 ailes. 

La roue A s'appelle roue îi^ Echappement \ nous la sup- 
poserons armée de 5o dents ) en voici l'usage. Il est clair 
que si rien n'arrétoit les roues , l'action du poids R feroit 
tourner avec rapidité tout le système, jusqu'à .ce que la 
corde eR se fût entièrement développée de dessus le cy- 
yj ^ ^ lindre. Mais si à la dernière roue A on imagine un/3tf/2- 
dule^ c'est-à-dire un corps pesant M fixé à l'extrémité 
d'une verge ML ; et si de plus une Ancre Kl fait corps 
avec cette verge, et oscille avec elle, il est aisé de voir 
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ee qui arrivera : chaque fois que le corps M se trouvera 
«n oscillant , de l'autre côté de la verticale ^ la branche / 
de V Ancre s'ëlèvera , et ne retenant plus sa dent , celle-ci 
Réchappera , et la roue tournera • mais il ne pourra passer 
qu'une dent j car l'autre branche K de l'ancre s'abaissera 
en même tems que le point / s'élèvera , celle-là retiendra 
donc la dent qu'elle rencontrera \ et ainsi de suite , de 
sorte qu'il ne s'échappera qu'une dent à chaque oscillation. 

Nous ne pouvons ici donner de détails sur le pendule et 
la théorie des oscillations (194) ; <i^^ si la longueur ML est 
telle que ses oscillations se fassent de seconde en seconde, 
la roue A n'aura fait un tour entier qu'en 60 secondes y 
ou une minute. Si donc l'axe de la roue d'échappement 
porte une aiguille GH y mobile avec elle , et si on adapte 
sur le même centre un cadran fixe , dont la circonférence 
soit divisée en 60 parties égales , l'extrémité H se préseû- 
tera successivement à tous les points de division de ce 
cadran ; et ^ marquera les secondes. 

Chaque tour que la roue B fora , correspondra 37^ tours Fîg, 66» 
faits par la roue A , puisque celle-là est armée de 76 dents , 
tandis que le pignon a a 10 ailes : la rouei? fera donc son 
tour en 45o secondes , c'est-à-dire , à chaque dcmi-Hjuart- 
d'heure. Le pignon ^ a 10 dents , la roue C? en a 80 j elle 
fera donc son tour en une heure , et on pourroit marquer 
les minutes sur un autre cadran y si on en disposoit un 
sur son axe , conmie pour la roue d'échappement. La 
roue D fera son tour en 6 h. ^ , et enfin la roue E fera 
un tour en 46 h. \. 

On peut faire porter par l'axe de la roue C un second 
pignon de 7 ailes, qui mènera une roue de 84 dents j celle- 
ci fera son tour en 12 heures. Nous n'entrerons pas ici 
en détail sur les dispositions les plus convenables des roues, 
et siu- les nombres des dents et des ailes. Ces nombres 
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peuvent être trôs-différeDs de ceux que nouj Tenons d'cin* 
ployer : il est d'ailleurs rare qu'on se ser\e de plusieurs 
cadrans pour marquer les secondes , les minutes et \t$ 
heures^ et souvent il nV a qu'un seul cadran y duccntredo* 
quel on fait sortir les axes destinés à porter les aiguilles* 
Voyez le traité d'iiorlogerie de Bert/ioud. 

1 16« Au L'eu d'imprimer le mouveuient à la machine à 
Taide d'un poids Ry ce qui l'empêche d'être portative, on 
adapte à la roue E un cylindre creuï, nonuué Tambour ou 
BarilUl'y son axe ou y^rhre ne fait point corps avec lui, 
et est fixé d'une manière invariable aux platines de l'hor* 
loge : de sorte cjue le tambour peut tourner sur son axo 
immobile. Un ressort spiral , qu'on nonmie grand ressort , 
est caché dans le tambour; il a Tune de ses extrémités 
fixée au limbe intérieur du cylindre ] Tautrc est à l'arbre 
même. Si donc on fait tourner le barillet, le ressort se 
serrera autour de l'arbre en l'enveloppant , et fera effort 
pour se dévelopi>cr et faire tourner le barillet en sens 
contraire. Ainsi il iii)primera à la machine un mouvement 
de rotation , et remplacera le poids R. Le barillet ne peut 
Fîj. 68. tourner que dans un sens , car il fait corps avec une roue F 
à dents obliques , dans lesquelles est engagée une languette 
jiB y pressée par une lame d'acier CD. Il en résulte que 
quand on veut tendre le ressort , il faut tourner le banllet 
dans un sens : alors la roue /^glisse sur renclitpietage jiB'y 
mais lorsque Ton abandonne le barillet à lui-même , il 
tourne, entraine {Jig' 66) la roue E et le reste du 
système. 

Dans les horloges portatives , appelées Jifcntres , le ré- 
gulateur du mouvement ne pouvant être un peudule , on 
emploie un autre nu'-canisme. La tige de l'aiguille des minutes 
Ttg, 69. fait mouvoir une dernière roue AB : une tige CD porte 
deux palettes ftX ^qui engrènent tour-à-tour dans les dents 
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de la roue AD , qu'on nomme rouê de Rencontre , et à 
laquelle on donne un nombre de dents impair , afin que 
chaque dent soit diamétralement opposée à un espace vide^ 
et que par là deux dents ne puissent jamais rencontrer à- 
la-fois les Palettes de la tige CD , (jui porte une roue 11 K^ 
non dentée , qu'on nomme Balancier, Cette roue reçoit 
donc son mouvement de la roue de rencontre y et elle 
oscille à l'aide d'une petite lame spirale likl y qui rst 
capillaire y et dont l'une des extrémités est fixée en h aux 
platines y tandis que l'autre l'est à la tige du balancier en /• 
Cette spirale y en se roulant et se développant alternati- 
vement^ remplace le pendule : de sorte que la roue de 
rencontre avance d'une dent chaque fois que le balancier 
achève deux vibrations. La rapidité du mouvement dépend 
de la longueur du filet spiral hkl y de sorte qu'on l'augmente 
ou la diminue en accourcissant ou allongeant re filet y ce 
qui se pratique à l'aide d'un arrêt disposé à cet effet. Dans 
les montres ordinaires y le balancier fait 1 7^280 vibrations 
par heure. On peut voir, dans \sl fig» 70, coiiunent <:e%fis.^, 
difTérens rouages sont disposés. Mais connue le terris des 
oscillations du balancier dépend sur-tout de la force de 
pression exercée sur les palettes par l'action du grand 
ressort y à mesure qu'il se développe par l'effet du mou- 
venient y cette pression diminue : il s'ensuit que b*^ tems des 
oscillations seroient inégaux, si on u'j remcdioit |iar un 
mécanisme particulier. La Fusée est une espèce de roue 
tronquée B : le tambour A y au lieu d'être adhérent , comme 
dans là.Jig' C8 , à la preriiitre rou*? , forme une pi«Ve dis» 
tincte. La surface de la fus«)e est munie d'un plan incliné , 
«n forme d'IlélUey destiné à recevoir une chaîfie qui s'jr 
enveloppe. Le grand ressort transmet son aiCtîon à la fusée, 
à l'aide de cette clLaine. Oo voit que, par ce mécanisiue 
inginieux, le bras de levier de la puissance croU, k lut^ 
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sure que le ressort se débande y ce (jui tend à égaliser it% 
effets. Lorsque le ressort est détendu , la chaîne enveloppe 
entièrement le barillet y en laissant la fusée à nud : une 
clef, dans la(|uelle on insère le quarré P y sert à faire 
tourner le corps de la fusée en sens contraire; par là la 
chaîne se déroule de dessus le barillet y et le forçant à 
tourner dans le même sens, tend de nouveau le ressort, 
et reporte la chaîne sur la iusée; cette pièce ne fait pas 
corps avec la roue F qui a le inôine axe ; le déclic , dispose 
dans son intérieur , permet à la fusée de tourner dans un 
sens sans la roue F y et par conséquent sans ne n déranger 
â la situation des autres roues ) tandis que celte fusée ne 
peut tourner dans Tautre sens sans entraîner toutes les 
pièces: c'est pour cela r|ue quand on monte une montre, 
les aiguilles ne prennent aucun mouvement. 

Le tems cp'une horloge peut marclier sans avoir besoin 
d'être montée dépend de plusieurs causes , i". des nombres 
des roues , de leurs dents , et des ailes des pignons ; 2". de 
la longueur du pendule : il y en a qui ne battent que les 
quarts de seconde j 5**. de la force du ressort enfermé dans 
le barillet; ou de la longueur de la corde qui soutient le 
poids moteur, et de la grandeur de la circonférence du 
cylindre sur lequel elle se roule. Il arrive même que , 
d'après les principes développés n". 116, ou adapte quel- 
quefois à cette corde des moufïlcs, pour que le poids des- 
cendant moins rapidement, la machine n'ait pas aussi sou-* 
vent besoin d'être remontée. 

On n'oubliera pas que la grandeur d*une roue n'est plus 
arbitraire dès que le nombre des dents qu'elle doit avoir 
est déterminé; en effet , dans deux roues qui s'engrènent, ' 
les grandeurs des dents et les intervalles qui les séparent 
doivent être égaux : on conclut de là qu'en général les 
nombres de dents des roues doivent être proportionnels à 
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d« la force f^ à la roue d'un treuil. D'ailleurs leurs bras de 
leviers sont r et JR , par là l'ëquation précédente devient 

Qh = 2TilP {Wf). 

Cette équation ne renfermant pas r , est indépendante de • 
la distance à laquelle le point pesant est supposé de Taxe : 
elle seroit donc encore la raéine si on eût pris le point n 
ailleurs sur la vis. Cette observation va nous conduire à 
nn résultat général : car cette équation seroit encore vraie 
si Técrou y au lieu de ne toucher la vis qu'en un seul point ^ 
la touchoit en un nombre quelconque de points. En cfiet , 
dans ce dernier cas y chacun porteroit une portion du 
poids Q : ces portions étant désignées par Q' , Q" , etc. , 
donneroient Q' 4- Q'' + Q!" H- etc. = Q. Mais , d'un 
autre côté , la force P qui porte le poids de l'écrou , peut 
être considérée comme la sonmie d'autant de forces par- 
tielles F' y P*f y etc. , qu'il ^ a de points de contact , les- 
quelles seroient employées à porter respectivement chacun 
des poids Q^ ; Q^ ; • • • • ) on aura donc les équations 

Q'hz=2wRP'y Qfk=:2wRP''y (^'7i = ±wRP'% eic^ 

dont la somme donne l'expression (A^). Ainsi , en géné- 
ral y dan/i P équilibre de la vis ^ la puissance est à la re- 
sistanve , comme le pas de la vis est à la circonfirence 
que la puissance tend à décrire. 

Il est facile de conclure de l'équation ci-dessus que % 

!**• La vis est une machine composée du levier et du 
plan incliné^ 

2^. Pour une même vis y l'effet est d'autant plus grand , 
que la force est appliquée plus loin de l'axe y 

S*". Pour deux vis différentes y et un même bras de le- 
vier y une force a d'autant plus d'avantage ^ que le pas de 
la vis est moindre. 

»6 
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IX. Du Coin* 

¥« 121. Soit BD un prisme triangulaire de matière très* 
Kg. yg, durej on l'insère par Taréte ou tranchant AB dans une 
fente faite à un corps , et frappant sur la tête ou face op^ 
posée DC^ on le fait entrer avec force, et par là on sépare 
les parties de ce corps. Cette machine se nomme Coin : on 
s'en sert pour fendre , ou pour obtenir de grandes pres- 
sions ) les couteaux, haches , poinçons, dents , griffes , etc* 
sont des coins. 

* Pour déterminer la grandeur de la force qu'on doit ap- 
pliquer à la tête du coin pour fendre un corps , il est clair 
qu'il fii^udroit connoître d'abord la résistance à vaincre J 
or cette résistance dépend d'une foule de circonstances par* 
ticulières , qui ne sont presque jamais connues. La tliéorie 
physique du coin est donc fort obscure ) c'çst pour cela que 
iious nous étendrons peu sur cet article* 

^ 'Nous supposerons que la puissance P est de direction 
perpendiculaire à la tête AB du coin. Si la chose n'avoit 
pas lieu ainsi , on ramèneroit , par une simple décomposi- 
tion , la question -à cet état. Pour bien poser le problème ^ 
concevons qu'ime corde horisontale FD , passant par les 
points de contact -des faces du coin avec le corps , s'oppose 
à la séparation des parties : l'action de la puissance fait ac- 
quérir à cette cof de une tension qu'il s'agit de déterminer , 
ainsi que la pression sur le plan horisontal <pii porte le sys- 
tème. Désignons par a y h j c les côtés du triangle ABC ^ 
opposés aux angles A , B et C j et par « et ff les inclinai- 
sons de ces côtés sur 'Q'R' j c'est-à-dire , que AB = c , 
AC^b, BCznay ^z=: BFQ' , C = ADR'. 

Il est d'abord visible que la résistance des points D et F 
ne peut détruire l'action de la force P, qu'autant qu'elle 



Fig. 80. 
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peut être décomposée en deux autres Q ci R passant par 
ces points , et de directions perpendiculaires aux faces du 
cpiH : donc ces trois forces doivent concourir en un même 

P Q R 

point Ainsi on a (iq), -: — — — r^ =-: — ttt^ = "• — TTE^x* 
*^ ^ ^^^sin.QER sm. PER sm.PLQ 

Au lieu des angles QER , PER , et PEQ, on peut substi- 

tuer leurs supplémens CyAeXBf ou plutôt les côtés Cy a 

etb qui leur sont opposes dans le triangle BAC y et qui 

sont par conséquent proportionnels à leurs sinus : on a 

:i ^ Q R ^. ^ 

aonc — =-^ = — -, douon tire 

c a b 

R = — P,Qz=z — P iS'f). 

Pour connoitre les effets des forces Q et JR dans le sens 
horisontal et dans le sens vertical , il faut décomposer cha- 
cune d'elles en deux autres Q' , Q" j fl' , fl^ j qui aient ces 
directions : ce qui donne (18) _^ 

Q' = ^.P sin I. j Qf=. ^.P cos J 

f I r • (^> 

R' = —.P sin e-y R" = —.P cos ffl 
c ^ c J 

Cela posé y i®. la pression sur le plan horisontal qui porte 
le système y est visiblement la résultante des forces R^ et Qff^ 

p 
cette pression est donc Q^f-^R^:^ — (a cos * + 5 cos C). 

c , . 

2**. n résulte de ce qu'on a dit (85) , que le système obéit à 
deux effets ; le premier est de tendre la corde DF ayec une 
force égale à la plus petite des deux puissances Q* elR' y le 
second est de mouvoir horisontalement le système dans le 
sens de la plus grande y avec une force égale à Tcxcès de 
celle-ci sur la première» 
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♦ 122* n arrive ordinairement que le triangle ABC est 
'lf« ^ isocèle} comme alors a = 6 ^ les deux valeurs de /l et de Q 

sont égales entr'ellcs , et on a JR = Q rs — .\P : la force P. 

doit d'ailleurs être appliquée au milieu N de la télc du coin , 
pour que les trois forces P y Q ^ R concourent en un mémç 
point. Q' et il' sont égales , aussi bien que Ç" et 71^ , et 
que « et S. On a donc i^. pour la pression sur le plan ho- 

risontal2/i^sp2 — x P cos ff; or«= ^zi^DAC) dont 
c 

zP 

cette pression est x BN = jP , ce qui est évident. 

a*. Pour la tension de la corde PD 

(y=zQ.cosFCE=z— cos FCEx P= ^^^ ^ . 
c c 

Ainsi la force V est à la tension de la corde FD ^ comme 
la tête du coin est à sa hauteur. 

Cette corde n'est d'fdUeurs mue dans le sens FD pa,r au- 
cune force , puisque les puissances horisontales Q' et R' so 
détruisent. 

£n rapprochant cette exposition de celle qu'on a faite 
pour le plan incliné , il est facile de voir le rapport qu'elle 
i a avec cette dernière , et avec la théorie de l'équilibre des 
voi^tes. On voit d'ailleurs que la force P agit à l'aide du 
coin avec d'autant plus d'avantage, que CN est plus grand ^ 
et que c est plus petit j c'est-à-dire , que l'angle C est plus 
aigu. 

X. Des Machines composées. 

* 125. Les dernières machines que nous venons d'exami- 
ner sont , à proprement parler, simples j il arrive souvent 
qu'une d'elles ne suffit pas seule à Tobjet auquel on la des* 
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lêUTê rayons^ puisqu'ils doivent Tôtre à leur circonférence, 
en n'oubliant pas ce qu'on a ditp. ii5y sur ce qu'on doit 
entendre par le rayon d'une roue* 

1 17. n arrive quelquefois que les roues dentées n'ont pas Fig. ri. 
leurs axes parallèles ; voici , dans ce cas^ la disposition qu'il 
convient de leur donner. Concevons deux cônes ADE et 
AEFy qui y ayant leurs sommets en un même point ^^ et 
leurs axes AB et ^C fixes ^ auroient leurs surfaces tangentes 
suivant un de leurs côtés : si on imagine ces surfaces revê- 
tues de filets disposés dans le sens de ces côtés y l'un des cônes 

ne pourra tourner sur son axe sans entraîner l'autre ; et le 
faire tourner en sens contraire. Si donc y par un même point 
du filet en contact, on fait passer deux plans, perpendiculai-> 
rement à l'axe de chaque cône , ils couperont ces cônes et en 
détacheront deux troncs, revêtus de filets, qui feront l'office 
de dents. Ces roues n'auront pas leurs axes parallèles, et 
néanmoins engrèneront. 

On peut aussi disposer ces roues oonune on le voit dans 
les figures 72. '' *** ^ 

VII. Du Cric. 

118. Concevons une barre ABy dentée d'un côté, et ^ 
retenue dans une chappe KL. Si un pignon E engrène Fig. 7S. 
avec les dents de la barre , et si on fait tourner ce pignon 

la barre prendra un mouvement de translation. Cette ma-> 
chine s'appelle Cric ; son usage est d'élever le poids qu'on 
applique à l'extrémité A de la barre. Pour mettre le pignon 
en mouvement, on se sert d'une manivelle , disposée comme 
on le voit dans la figure. 

Soit P la puissance appliquée à la manivelle dont le rayon « 
EF est R , soit r le rayon du pignon , et Ç la résistance à 
vaincre en A. U est visible que cette résistance peut être 
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supposée inunédiatement appliquée sur la dent du pignon 
en contact avec la barre j ainsi (no) les niomens des deux 
forces j par rapport à Taxe du pignon , doivent être égaux j 
et on a RP = Q^r. Donc la puissance est à la résistance 
dans l'équilibre du cric comme le rayon du pignon est à 
celui de la mcuiiveUe. 

» Lorsqu'on a produit TefTet demandé ^ si la puissance P 
appliquée à la manivelle cessoitson action , le poids Q feroit 
redescendre la barre, en forçant le pignon à tourner en 
sens contraire. Pour empêcher la puissance P d'exercer 
continuellement son action , on dispose un encliquetage , 
.comme à la îi^. 68, afin d'empêcher le pignon de tourner 
dans l'autre sens. 

ff On observera qu'on se sert fréquenmient de mam'velles 
à bras courbés ) mais par rayon de la manivelle , il faut 
entendre ici le rayon du cercle que la force P tend à dé- 
crire, et non la longueur rectifiée de ce bras. 

* Le cric que nous venons de décrire est appelle Cric simple; 
*! «• fA* voici la description du Cric composé. On dispose entre le 
pignon E et la barre une ou plusieurs roues dentées années 
de leurs pignons \ le pignon E n'agit plus alors immédia- 
tement sur cette barre ) mais les effets de la pm'ssance se 
transmettent en les multipliant. Il est inutile de s'étendre 
sur une théorie aussi facile , puisqu'elle rentre dans celle 
àes roues dentées : on en conclut que dans le cric composé 
la force P est à la résistance Q , comms le pi^oduit des 
rayons des pignons est au produit des rayons des roues 
par le bras de la manivelle • 

Vm. De la ris. 

^ 1 19. Le triangle isocèle GFB , en tournant autonr de 
rit.'. 75. l*axe AZ , engendre par sa révolution deux cônes tron^ 
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qu^ opposes par leurs bases. Mais si outre le niouvenient 
de rota bon y ce triangle a encore un mouvement de trans- 
lation dans le sens de Taxe AZ y de sorte que pour di« 
verses portions de révolution de ce triangle y son plan 
s'avance dans le sens de AZ de parties proportionnelles 
aux valeurs angulaires qu'il a décrites , et que de plus après 
une révolution entière le point B soif en G , et le triangle 
en G' F' G j et ainsi de suite, ... Ce triangle engendrera 
un solide qu'on nomme Vis. La distance AD s'appelle le 
pas de la uU, Au reste il n'est pas nécessaire que le poly- 
gone générateur soit un triangle : on peut employer, aussi 
un rectangle ^ et on a alors une vis à filet quarré. 

On nomme Ecrou une autre pièce sillonnée intérieure^- * 
ment comme la vis l'est elle-même en relief} l'un est pour 
ainsi dire le moule de l'autre ; de sorte que l'écrou est 
le solide engendré par le polygone GHCBF y dans sa ré- 
volution autour de AZ y en s'avançant dans le sens de 
cette b'gne y comme dans la génération de la vis. 

La vis n'est donc qu'un cylindre revêtu d'un cordon » 
spiral de grosseur uniforme , et dont l'inclinaison , par 
rapport à la génératrice du cylindre , est constante : l'écrou, 
au contraire, est un solide creusé de la même manière. 
L'une de ces deux pièces est fixe \ l'autre est mobile dans 
le sens de sa génération , et peut par là s'insinuer connue 
en rampant sur la première. 

120. La courbe que l'un quelconque des points du poly- * 
gone générateur tel que A'^, décrit autour de AZ se nomme ^t^/ ^^ 
Hélice, Cette courbe est évidemment tracée sur la surface 
d'un cylindre droit qui a AZ pour axe et EN pour rayon 
de sa base : le rectangle edcf dont la base de- est égale à la 
circonférence qui a EN pour rayon , est donc le dcvo- 
loppement de ce cylindre. Soit da z:^ AD zz le pas de la 
vis f rhypotbénuse bd est le développement d'une révolu- 
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tion entière de rhélice décrite par le point A^i en efTctil 
résulte de la gf^nération de celle courbe qu'en prenant pour 
abscisses des arcs de la circonférence de la base de ce cj* 
lindrc , les ordonnées correspondantes doivent croître pro* 
portionnellenient aux abscisses : soit donc pris Tun des 
points dde Thclice pour origine y y ^= ax sera Téquation 
de celle courbe développée i or celte équation est celle 
d'une droite , et on sait d'ailleurs qu'elle doit passer par 
le point b (|ui répond à une révolution completle. 
* Nous supposerons ici que la vis est fixe , et que l'écrou 

f ig. 77. est mobile à l'aide d'une force P applitpiée à l'extrémité 
d'un levier CP = R , perpendiculaire à sa direction , et 
-agissant dans le sens horisontal. Soit Q le poids que l'écrou 
supporte y ou la résistance qui s'oppose à reflet de la force P. 
Si l'écrou ne posoit que sur l'un des points de la vis ^ en 
supposant ce point à une dislance r de l'axe j il seroit 

f »t. 76. placé en un point n du développement de l'hélice qui le 
porte : or ce point ^ pesant autant que l'écrou y seroit sur 
la vis comme sur un plan incliné bd. La force M appli- 
quée horisontalement suivant Mn , pour retenir ce point 
ru équilibre y doit satisfaire à l'équation (F") qui est ici 

Jkf = Qtangi= Q. — =-^— =-:^ 
^ ° ^ cd cu-.r Hwr 

en faisant bc = h- Lorsque l'hélice n'est pas développée , 
cette force M est perpendiculaire à l'arête du cylindre 
qui passe par le point n y et qui contient cette hélice } cette 
force agit dans une direction tangente à ce cylindre. 
^ Maintenant remplaçons cette force M subsidiaire y par 
la puissance P , qui est celle qui exerce effectivement son 
action : pour que les deux forces AI et P équivalent y il 
faut (110, 42) que l'on ait PR =: Mr-y puisque la force Af 
est tangente à un cylindre ; et qu'on peut assimiler le levier 
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tioe I alors on en dispose plusieurs ensemble de la manière 
la plus convenable ; et la perfection consiste à employer 
les moyens les plus simples et les plus faciles* Nous ne 
pouvons ici entrer en détail sur les machines composées , 
et on peut consulter à cet égard des ouvrages dont l'objet 
est différent du nôtre \ nous nous occuperons seulement de 
faire voir comment on peut applitjuer le calcid , et trouver 
le rapport entre la puissance et la résistance* Dans la via 
et les roues dentées ; nous avons déjà fait des applications 
de l'esprit de la méthode qu'on doit employer à cet effet ; 
nous allons la rendre encore plus sensible par quel<{ues 
oxemplos fort utiles* 

i\ Dd la VU soM fin. 

I24« Le cylindre qui a pour rayon crznr^ porte sur * 
son axe une roue dentée dont le rayon est /{c = 71 ; cette Fig. s«» 
roue fait corps avec le cylindre, sur lequel une corde roulée 
soutient un poids P i une vis AB dans une situation hori« 
sontale , est posée sur deux tourillons ^ et /? ; le pas de cette 
vis est £Fz=z h ^ elle engrène avec la roue ; enfin sur l'axe 
de la vis est une manivelle dont le bras est BCzsz a, La 
force Q 7 en imprimant un mouvement à la vis ^ fera tour- 
ner le cylindre et monter le poids. Cette machine a été 
nommée Vis saks fin. 

ProposonS'nous de connoître , dans le cas d'équilibre , le ^ 
rapport entre les forces P et Ç) , et la pression X exercée 
contre les filets de la vis. Il est clair que puisque l'équilibre 
existe entre les puissances Q et A^ , on a (i 20) , A.Y= Ç.cir a-^ 
pareillement on a pour l'équilibre entre les forces Pet Xy (î 10) 
Pr = XR } en multipliaiit ces deux é(juations ; on trouve 

JPAr=: Qfl X cira •... (C'?;. 
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Ainsi dans l'équilibre de la via sans fin la puissance eéi 
à la résistance comme le produit du rayon du cylindre par 
le pas de la vis est au produit du rayon de la roue par Im 
circonférence que décrit la puissance. 

a**. Du Pcnt-Levis. 

»U. 83. '^^' ^ ^ïÇare 85 est le profil d'un Pont-l'etis. Celte 
macliine est composée du Tablier CD , et de deux longues 
pièces de bois , profilées en EB» On noiunie Bascule 
la partie EA de ces pièces ) elles sont liées entr'ellcs 
par des traverses de bois j l'autre partie AB est appelle 
Flèrhe ; chaque floche a son extrémité unie au tablier par 
une chaîne , représentée en BC. En A Qi D sont des tou- 
rillons , cjui permettent aux flèches et au tablier de s'incli* 
ner par rapport à Thorison. 

Ou dispose le tablier de manière à servir de plancher ; à 
l'aide d'un assemblage de pièces de bois : tout le système 
peut être mis en mouvement par une force convenable ap- 
pliquée en JE" : de sorte qu'on peut employer le tablier à 
ser\'ir de pont y ou de porte y suivant qu'on le met hori- 
sontalemcnt ou verticalement. Proposons-nous de trouver 
la force propre à produire ce mouvement ^ pour cela sup- 
posons que les chaînes ne forment qu'une hgne droite BC ^ 
et 4|ue le ponl-levis est mis dans une position quelconque* 
Désignons par « , « et y les angles formés par l'horisontale , 
avec les flèches , avec le tablier et avec la chaîne j c'esl-à- 
dire , que BAX = « , CDI == C, CBK =: y : on aura 
DCB=: + y. Soient enfin AE = b y AB =f, DC=t; 
pms T, Cet F les jwidsdu tabhcr, delà chaîne et de la flèche. 

Cela pos'i , les seules forces du système consistent en des 
poids, savoir : d'une part , T*, C et F y qu'on peut rcfîar- 
der comme des forces appliquées respectivement aux ceu* 
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très de gravité de DC , BC et AB. De l'autre part, le 
poids n agissant en E , et le poids B de la bascule j celte 
dernière force sera appliquée au milieu de EA , et on 
pourra la concevoir décomposée en deux autres , égales 
chacune k\ B y et appliquées Tune en A et l'autre en £ j 
^a première sera détruite } ainsi le poids agissant en E 
sera = n + ^ 5 , que nous ferons , pour simplifier , 
z=zM. 

Nous supposerons les poids T^ Cet /^appliques respec- 
tivement au milieu de chacune des hgnos DC y BC ci AB ; 
cette hypothèse pourra paroi tre peu rigoureuse , car le« 
flèches ne sont ni cylindriques , ni i>rismatiques j elles ont , 
au contraire ; la forme d'une pyramide troncjuée : mais 
outre qu'il seroit fort aisé d'appliquer les raisonnemens ci- 
après au cas où le centre de gravité des flèches est placé en 
un point quelconque , on remartpicra ([uc dans la pratique 
on peut regarder le milieu de la Ugnc à-peu-près coiiync le 
centime de gravité , tant parce cjue Textrémité B porte quel- 
ques pièces de fer , que parce que la diminution d'épaisseujr 
de la flèche de A en B n'est pas très-considérable. Chacune 
de ces forces est verticale , et peut être décomposée en 
deux autres , savoir : 

I**. La force F, en ^ F appliquée en A et détruite | et i /** 
«pplicjuéc en B^ 

2®. La force T^ en ^ T' appliquée en D et détruite , et 
^ T'applicjuce en C 

5". La force C^ en ^ C appliquée en J5 , et J C appliquée 
en C. 

Ces six forces équivalent à deux puissances verticales ^ 
appliquées 

L'une en B . . . . =^(F+C7)=:P. 
L'autre en C . . . , =i(r+ C)= Ç. 
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Décomposons maintenant la force Q en deux autres | 
dirigées, l'une suivant le prolongement Ca de la chaîne 
BCy l'autre suivant DC : celle-ci sera ëvidenmient dé- 
truite : quant à l'autre, on la trouvera en formant le 

„ ,i , , ^ sin a sin . CQa 
parallélogramme ba} en aura (19) — «y" = - # 

sin (ff + y) cos C ., . 

2sin(b-f-y) 

Or, cette force aC peut cire supposée appliquée en /?; 
prenons donc BL^naC^ et formons le parallélogranmie 
d/l La puissance a C sera décomposée en deux autres, di- 
rigées, l'une suivant Bdy l'auti-e suivant BH'y celle-ci sera 
détruite^ et on aura (19) 

sin BdL sîn BLd 
BL ~ Bd ' 
donc 

sîn (« 



Bdz 





cos« 


sir 


iC«-î- 
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La résistance et la puissance étant réduites à deux forces 
verticales, on exprimera (io3) qu'elles sont en équilibre 
autour du point fixe ^, à l'aide du principe des momens} 
or, la force appliquée eu B est 

p+Bd=iiF+C)+ »"C^ + v) cosg^ 

"^^ 2sm(^4- y) COS* 

Ainsi on a pour équilibre 

2 \ COS«» sm(«-hy) j 

Cette équation fait voir que la force Jlf doit varier avec 
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la position des parties du système, et qu'on doit appli- 
quer à la bascule des forces n variables suivant les dif- 
férentes inclinaisons du tablier : or, le problème qui 
consiste à trouver pour une position donnée la grandeur 
du poids n seroit résolu , si Tun des angles « , ff ou y 
*€tant donné, les autres étoient connus. Pour cela, me- 
nons les lîorisontales BN et CO , il est flair que le triangle 
ANB donne AN=zfsvi\êi,'^ faisons BC-^Cy AGzzzh^ 
GD^=. a y DCzzzty nous aurons de même A^O=:csiny, 
et CO = /sinff) on aura donc 

// -+-ysin « = c sin y + ^ sin C {^^)^ 

Pareillement, en opérant par rapport à G/, on aura 
a + / cos i zizfcos « + c cos y C^" )• 

Ces deux équations serviront à compleltcr la solution da 
problème. 

I2& Si les points A et D sont dans une même ver- 
ticale , et si de plus le quadrilatère ABCD est un parai- 
lélograiimie , on a a = o, tz=/ et «=C^ et les trois 
équations précédentes deviennent 

LMz=i ^ (F+r+2 C) , /i == /isin y, o =r c cos y. 

La première montre que conmie la force M ne dépend 
pas de l'inclinaison du tablier , elle est constante pour toutes 
les positions qu'il peut prendre. Les deux autres font 
voir que y est un angle droit, et que la chaîne reste 
toujours f^erticale. I^e cas le plus ordinaire est celui où 
la figure est un parallélogranmie, sans que néanmoins AD 
soit vertical : la première des expressions ci-dessus a encore 
lieu, et les équations (A") et (K") deviennent A=:a tangy. 
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Aa reste f on anroit pu résoudre ces cas à priori j ta 
opérant de la luénie ruaniêre que ci-dessui. 

3**. Des Hoquets j etc. 

17.7. On appelle Haquets les longues voitures qui 
servent au transport du vin et des autres liqueurs. Ces 
Toitures consistent en deux longues pièces de bois, unies 
par des traverses y posées sur un essieu y autour duquel 
«lies peuvent faire la bascule , et prendre par là une po^ 
tition horisontale ou inclinée. A la partie antérieure est 
un treuil, destiné à opérer le chargement. C'est à-peu- 
près aussi de la même manière qu*on retire des caves les 
f îf. 84. tonneaux chargés qu'elles contiennent. AB est une échelle; 
on l'adapte à la porte de la cave , en appuyant ses extré- 
mités d'une part sur la muraille , et de l'autre sur la terre. 
Une corde, attachée à l'un des échelons , après avoir passé 
sous la tonne //, s^roule autour d'un cylindre EF ^ 
qu'on fait tourner avec des leviers. 

Supposons les deux cordons parallèles au plan incliné ; 
nommons P le poids de la tonne , r le rayon du cylindre, 
t l'angle d'inclinaison du plan LN) enfin, soit M la puis- 
sance motrice; R celui du cercle que décrit la puis-* 
sance Af. 

1*. Le plan incliné réduit le poids P à P sini (96); 
2*. comme le tonneau fait ici l'officç d'une poulie mo- 
bile , le poids est réduit à moitié (109), et = -^ jP sin i. 
Or , ce poids est en équilibre avec la puissance motrice , 
\ l'aide du treuil; on a donc (no) 

Jl//î = irP8ini (Z'O. 
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4*. De la Grue. 

128. La Grue est composée d'un treuil QN. La corde fîj. 63* 
qui enveloppe le cylindre, a l'une de ses extrcinitcs fixée 
en /: à l'aide de poulies de renvoi Cj c y dj h y elle transmet 
l'action de la puissance à une poulie mobile a, à la cliappe 
de laquelle est al taché un poids P* La tension du cordon ba 
est (109) =^ jP. Les autres poulies dj e, c, ne font que 
changer la direction de la puissance y ainsi le poids ipie 
supporte le treuil QIV est ^ P. Soient R et r les rayons 
de la roue et du cylindre , Q la puissance agissant sur la 
roue, on a (i 10); pour l'équilibre dans la grue, Qfl=:^ Pr. 
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CHAPITREIV. 

DZ8 OBSTACLES Qu'iPROVVENT LES PUISSANCES 
XOESQu'eXLES AGISSENT A l'aIDE DES MACHINES* 

L Réflexions générales sur les machines» 

129. ^^UAND deux forces sont en équilibre, si on aug« 
mente Tune d'elles, elle doit prévaloir sur l'autre : cette 
observation réduit les conditions du mouvement dans les 
machines à la tliéorie de leur équilibre. Cependant , comme 
les puissances éprouvent difFérens obstacles , nous allons 
traiter particulièrement de l'état où un sjstcme doit être 
amené pour que cet équilibre soit sur le point d'être 
rompi^ 

Il résulte de ce qu'on a vu dans le chapitre précédent , 
qu'on peut toujours établir l'équilibre entre deux forces 
quelconques , et qu'il ne faut pour cela que disposer con* 
venablenicnt les machines dont nous venons d'exposer les 
propriétés j mais en augmentant ainsi l'effet d'une puis-* 
sance , on tombe dans un inconvénient inévitable. L'expé- 
rience est d'accord en ce point avec la théorie , et on peut 
établir conmie un fait constant que , dans toutes les ma- 
chines, on perd du côté du tems ce qu'on gagne du côté 
de la puissance. On peut bien faire , par exemple , qu'un 
seul homme élève le même poids que trente 5 mais il sera 
aussi trente fois plus de teins à l'élever d'une même hau- 
teur. La vérité de ce principe dans le levier est évidente ? 
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fl en est de même du plan incliné , et c'est par cette raison 
qne pour rendre une route moins rapide y on lui ;rait faire 
des circuits : on peut même rendre la pente peu sensible ^ 
en ren4ant les sinuosités plus n^ibreuses. Nous avons fait 
voir (109 et 114) que le principe ci-dessus est vrai dans la 
poulie et les roues dentées x il est aisé de voir qu'il a éga^ 
lement lieu dans le tour et la vis. 

En effet, 1®. on a vu (i lo) qu'on a pour l'équilibre du 
tbur Pp = Qq : donc si le rayon p de la roue d'un tour 
est m fois plus grand que celui q du cylindre , une force P 
fera équilibre à une résistance Q , m fois plus grande ) 

c'est-à-dire, qu'on aura P = — . Mais quand le mouve- 

m 

ment a lieu , la puissance fait évidemment le tour de la 
roue , tandis que la corde en s'enveloppant autour du cy- 
lindre , ne fait monter le poids que d'une hauteur égale à 
la circonférence de ce cylindre j et comme les circonfé- 
rences sont cntr'elles comme leurs rayons , il est clair que 
la force P fait m fois plus de chemin que la résistance Ç< 
2**. Quand une vis tourne dans l'écrou , pour une ré- 
volution entière , elle n'avance daris le sens de son axe que 
d'une longueur égale au pas : l'équation (jR") n*. 1 20 , 

A 
est dans le cas d'équilibre P :zz ïT'Qî ^^ faisant 

-— — = /;i,ona/' = -^; amsi la pmssance est m fois 
h m 

moindre que la résistance qui lui fait équilibre : mais pour 

faire parcourir la hauteur h au poids Q , la force P doit 

faire une longueur !X%R ) ainsi elle fait , dans le même 

tems , nh fois plus de chemin. 

i5o. Le but n'est pas toujours d'éviter l'emploi du tems, 
et il arrive souvent que la durée en est assez indifférente : 
MU peut même faire servir avantageusement ce qui , dans 

18 
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beaucoup de cas , seroit un obstacle , et tirer parti de rem- 
ploi d'une force donnée de nianitre à lui faire parcourir un 
grand espace. Les organes du mouvement de presque toU« 
les animaux offrent un exemple de la manière dont la 
nature s'est servi de cette propriété : les muscles ont leurs 
points d'attache sur les os à la partie qui est voisine des ar- 
ticulations y autour desquelles les os doivent tourner lors- 
que les muscles se raccourcissent ; il résulte de là cjue l'au- 
tre extrémité des membres parcourt un grand espace. Un 
procédé semblable peut servir à rendre un trcs-pelit mou- 
vement sensible. 
fSc. 85. ^^*^ y P^*" exemple , une corde CD , ayant ses deux 
extrémités D et C attachées, la première à un point fixe Dj 
la seconde à l'extrémité d'une verge AC , mobile autour 
d'un point B voisin' de C ^ on tend la corde, en dispo- 
sant un poids F en un point E cpiclconque de la verge* 
Il est clair que si par quehjue cause la longueur de corde 
CD change, quelque léger que soit le raccourcissement ^ 
il sera très-sensible à l'autre extrémité A de la verge AC} 
si , par exemple, AB =: lo x -5C, l'arc décrit par le point A 
sera dix fois plus grand que l'arc décrit par le point Ci on 
se sert de cette disposition dans les Hygromètres ; alors le 
raccourcissement de la corde CD est causé par des varia- 
tions survenues dans l'atmosphère. 

On a dans les Baromètres un autre exemple de l'usage 
qu'on fait de cette propriété. Nous verrons bientôt que 1« 
mercure monte et descend dans le tube qui le contient , 
Fie. 86 suivant les variations du ressort de l'air ; mais ces effets 
sont souvent trop fo'blcs pour élre sensibles : c'est pour 
les amplifier que Ton dispose un cadran ainsi qu'il suit. 
On suspend à un fil un poids a assez léger , et on le fait 
entrer dans le tube par l'extrémité ouverte c: on fait passer 
le fil sur une poulie 6 j et un autre poids /un peumoindi*e 
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que le premier, tient ce fil tendu. Comme le poids ne fait 
que poser sur la surface du mercure , ses variations font 
monter ou descendre ce poids j la poulie b tourne eu 
luéme-tems, et une aiguille fixée sur le même centre que 
la poulie nxarque sur la circonférence d'un cadran les dif- 
fiirenles dispositions de Tatmosphère, 

Il arrive aussi quelquefois que la grandeur de la force est 
pres(jue indéfinie , et qu'on demande que ses effets soient 
rapides, le choc de Tcau ou de l'air contre les ailes d'uu 
moulin en sert d'exenq)le. Mais c'est nous étendre assez» 
sur cet objet, passons maintenant aux résistances que les 
puissances éprouvent par l'effet des machines rnéme^. 

II. Du Frottements 

i5i. Lorsqu'un corps est placé sur un autre , les parties 
saillantes de l'un s'engagent dans les parties rentrantes de 
l'autre, et les surfaces les nueux polies ne sont p.is exemptes 
de ces petites inégalités. Lorsqu'on veut que l'un des deux 
corps glisse sur l'autre , il faut donc dégager ces inégalités 
ou les rompre : la force qu'il faut employer pour vaincre 
cette résistance, est celle qui va nous occuper ici) elle doit 
ou soutenir une partie du poids du corps en le soulevant 
pour ainsi dire , ou briser les parties qui sont mutuellement 
engagées : c'est en cela que consîste \i^ frottement. 

Le frottement tend donc à détruire les machines , et 
exige une action plus grande pour faire passer un mobile à 
l'état de mouvement. Il y en a deux espèces j la première 
^ lieu lorsqu'un corps doit glisser sur un autre ^ la seconde 
lorsque l'une des deux surfaces juxtù-posécs roule sur Tau- 
Ire : ce dcrm'cr frottement est beaucoup moindre que le 
premier, car on voit que le mouvement de rotation con- 
tribue en partie à dégager les aspérités, C'est pour ralentit 
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la vitesse d'une voilure qu'on enraye lorsqu'on veut des- 
cendre une montagne rapide ^ afin d'augmenter le frotte- 
menl qui devient par là de la première espèce. 

Le frottement tient à une nmltitude de drconstances 
que le calcul ne peut seul embrasser j car il faut faire en« 
trcr en considération le poli des surfaces , la température 
et l'humidité de l'atmosphère y l'affînité des substances ^ la 
vitesse du mouvement , etc. Il faut donc avoir recours à 
l'espérience pour perfectionner ce qu'elle fera connoitre ^ 
«I prévoir ce qu'elle ne dira pas. 

i52. Voici ce que Texpérience apprend : 

1**. I^ frottement varie pour des surfaces diffcremment 
polies. Ainsi on peut le diminuer en polissant les surfaces j 
ou en bouchant les pores avec quelques substances qui 
n'augmentent pas Tadliérence, telles que les huiles ^ etc. 

2*. Le tems influe sur V adhérence d^s corps. On attri- 
bue celte adhérence à la flexibilité des parties qui composent 
les corps ; qui permet à leurs surfaces de s'engager davan- 
tage. 

5*. Deux surfaces de même nature éprouvent un frot" 
tement plus grand que deux surfœes de matières diffè» 
rentes également polies. C'est pour cela qu'on fait rouler 
les essieux^ qui sont d'acier ^ dans les boites de cuivre. 

4°. Le frottement ne dépend pas de l'étendue des sur» 
faces en contact. Ce principe , attesté par l'expérience , 
paroit d'abord singulier j cependant on peut obser\'er que 
si les points de contact sont plus nombreux y chacun d'eux 
porte un poids moins considérable y et il paroit qu'il y a 
compensation entre ces deux effets. Cependant si le corps 
frottant étoit terminé par une pointe | comme ce corps tra- 
ccroit par son poids un sillon siu* la surface sur laquelle il 
frotte , ce cas doit être excepté de la règle. 
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5*» Le frottement est proportionnel à la pression y toutes 
choses égales d'ailleurs j c'est-à-dire, qu'on éprouve une 
résistance d'autant plus grande que le corps pèse davantage* 
Voici comment on doit entendre cette proposition y qui va 
servir de fondement à tout ce que nous aurons à dire. 

i55. Soit un corps AT placé sur un plan horisonlal AB) Tig. 87. 
puisque le poids est enlicTcnient détruit y il est clair 
qu'abstraction faite de toute résistance, le corps doit obéir 
au plus léger effort : or le frottement empêche que cela ne 
soit ainsi. Si on fixe en D une soie passée dans la gorge 
d'une poulie C, le poids Qy propre à entraîner le corps AI 
sur le plan , devra être cpelqucfois assez considérable : or 
il est visible que ce poids Q est ce qui doit mesurer le frot- 
tement. On a reconnu que si le corps M pèse 2 , 5 . • • fois 
plus y il faut au lieu de Q mettre un poids précisément 
double ou triple .... La puissauce Ç aura donc avec le 
poids M un rapport constant y en supposant que les sur- 
faces en contact ne changent pas de nature y et c'est dans 
ce sens qu'on doit entendre ces expressions usitées : le fro^ 
tement est le ^ , le ^ de la pression ^ pour désigner que le 
poids Q doit être le ^ , ou le ^ du poids M. 

Supposons donc que le corps M , mis en expérience , a 
l'unité du poids ) si on désigne par f le poids propre à vain* 
cre le frottement, c'est-à-dire, à faire prendre au poids M 
un mouvement naissant, il est facile de trouver le poids Q 
qu'il faudroit employer pour mettre un corps dont N se- 
roit le poids sur le point de se mouvoir ) car il suffira d^ 

poser la proportion — = — , a ou 

Q=J^N (^"0. 

On a construit des tables propres à marquer les valeurs 
<jue prend y, pour les diverses substances les plus commua 
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Des combinées deux à deux : on peut consulter le Traité 
de Brisson , etc. Nous regarderons le nombre y coniiiio 
connu j il est d'ailleurs constant. Cependant cela n'a lieu 
qu'entre certaines liuiites j car lorsque les pressions devien-» 
nent trcSrconsidcrables , le coefficient /diminue ; et au lieu 
d'être le j ou le j de la pression , il n'en est quelquefois 
que le -p^ : cette observation indique que notre principe 
n'est pas rigoureusement exact, 

154. On observera que le frottement étant par sa na-» 
ture une force passive dont TefTet est de s'opposer à tout 
mouvement y on doit distinguer avec soin deux cas : ou la 
force qu'on considère doit produire le mouvement dans la 
machine ) dans ce cas le frottement lui est contraire , 
et la puissance doit être augmentée d'une partie convena-» 
Me : ou celte force n'a peur but que d'établir l'équilibre 
dans le système y et alors le frottement lui est avantageux. 
De sorte qu'une puissance peut faire équilibre y quoicpi'elle 
soit moindre qu'elle ne doit l'être en vertu des principes 
précédens ( Chap. III )• 

Puisque le frottement est une force dont la direction est 
tangente à la surface de contact , pour connoître les cent 
ditions d'équilibre , en y ayant égard , il ne faut que la 
considérer comme une puissance ordinaire ^ et la traiter à 
la manière des autres forces. On cherchera donc la pres- 
sion normale qui a lieu au point de contact } et la multi- 
pliant ]>ar fy on aura une nouvelle force de plus à intro- 
duire dans les calculs. 

Pj,^ j^^ i55. Appliquons d'abord ces principes au plan inclina. 
Employons les procédés et la notation du n*. 95 ; la pres» 
sion jV exercée sur le plan par les forces P' et P" est 
comme on sait A' = P' sin I' + P* sin •* , ainsi on a pour 
la force du frottement f{P' sin 6' + /^^ sin ^«'), force dir 
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rt^ce dans le sens de la longueur du plan ^ en opposition 
avec la puissance P'^ que nous supposons élre sur le point 
de produire le mouvement. Ainsi on aura au lieu de réqua- 
tion {C^) , 

pn cos ê^ = P' cos «' -^f^P' sin «' + P" sin 6"}- 
D'où on tire pour la force cherchée 

cos é"— ywntf" ^ 

On peut, en opérant ici comme pour les cas exposés (96) , 
faire prendre à cette expression difïcrenles fomies. On 
trouve , par exemple , pour le cas de la pesanteur , où 
^ = i 5r — f , *'î«- 47. 

^^_ r^(sin.+/cos,) 

cos6'f—fsinef •'•• ^ 

lorsque P'' agit dans le sens du plan , on a " r= o , d'où 

pn — : p/ (sin , 4-/ cos (/>'"). 

Et lorsque P" agit horisontalcment , ^" = 1, et on a 

j,„ _ P^(sin f -h /rosQ _ />' (tanff , + 
cos I — ysiui 1 — ^y lang I 

La théorie du plan incliné fournit un moyen de trou- ^P»?. 47 
Ycr/", plus simple que celui <pi'on a indique numéro 1*53: 
en effet, cpiand un poids P est pLicé sur un plan incline , 
faisant avec Phorison l'angle i , il esl clair que P sin c est la 
composanlc de ce poids dans le sens du plan , et que P cos 1 
est sa composante perpendiculaire à ce plan : ainsiyp cos i 
est le frottement ; pour connoitre la direction que doit avoir 
le plan incliné pour que le poids P soit en équilibre à l'aide 
du seul frottement , on voit qu'il faut que P sin i'=^J'P cos s, 
d'où on tire 

/=tanj. = — , 



\ 
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Il résulte de là que si an place un corps pesant quelcon* 
que sur un plan horisontal^ et qu'on incline ce plan jusqu'à 
ce que le corps prenne un niouvenient naissant , l'angle • 
formé par ce plan avec l'horison aura une tangente numé- 
riquenienl égale ày : c'est ce qui a fait. ap]>€ler dans le cas 
présent c l'angle du frottement. On peut calculer aisément 
cette tangente; c'est-à-dire , la quantité^, puisqu'il ne faut 
que diWscr la hauteur BC du plan par sa base AC. 

f îg. 80. i56. Traitons maintenant l'équilibre du levier dans l'hy- 
pothèse du frottement. Soit H G un levier traversé par un 
trou circulaire dont le rayon soit Bm = b : concevons le 
levier retenu par un axe ou boulon B , dont le rayon 
soit sensiblement aussi = ^ j nonmions M cl R les deux 
forces qui agissent sur le levier , et considérons la pre- 
mière M comme destinée à prévaloir. ' 

Il est important de remarcjuer que les problèmes de 
cette espèce peuvent toujours être résolus à l'aide des équa- 
tions d'équilibre. En effet, l'axe fiHQ qui retient en iî le 
levier, peut être remplacé par une force N j susceptible 
du même effet, et par conséquent opposée et égale en 
grandeur à la résultante des puissances qui agissent sur 
le levier, c'est-à-dire, que cette force N doit être 
égale à la pression exercée au point B y provenant de 
l'action des forces M et R. Faisons passer par le point N^ 
pris pour origine, la droite ^ A' parallèle à M ^ et prenons 
cette droite pour axe des X) nommons « l'angle 
formé par les directions de Af et de iî , d celui que forment 
les directions de M ei N ) enfin m et r les perpendicu- 
laires BCy BAy nous aurons quatre forces en équilibre, 
savoir : i®. la résistance R ) 2°. la force M qui lui fera 
équilibre, et qui sera sur le point de prévaloir sur ellej 
5". une puissance N normale en m au boulon , ( m étant 
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Ifi point de contact du boulon et du levier); 4^. la force 
du frottement qui est z=zfN, ainsi que l'indique l'expres- 
sion {A'") y et qui a sa direction tangente en m. à l'axe : 
cette force tend à faire tourner le levier en sens contraire 
de M. En prenant Içs x positives de B vers Xj et les j^ 
négatives de iî vers C, on verra que les équations (f^, 
n^ 4^7 ^ expriment l'équilibre^ deviennent ici 

M ^ Rcos«L=: N cos^ ^/N sin êj 
i{ sinn = iV sin é — fN cos^, 
Mm= Rr + bfN. 

Les signes des termes sont déterminés d'après les consi* 
dérations développées n®* 26, 27 et 28, en ayant égard 
au sens dans lequel chaque force agit. On peut faire servir 
ces équations à trouver My iV et ^ t en effet ^ la somme 
des quarrés des deux premières sera 

Af»+ 2 MR cos # + fl* = A"* (i -f/*). 
Expression qui donnera N quand M sera connue. En 

substituant pour N sa valeur tirée de la troi- 



sième équation^ et faisant^ pour abréger, 

j«=S---^=i+— , on a 

{(j*m* — h*) M*— 2 MR (è* cos #+ y *mr) = iî» (6» — y V*) } 
d'où on tire , en résolvant l'équation du second degré 
iLf » mrq'^-b*co6 «dlô |/[9»(m«4-2i7ir cos «-4-r")-6*sin"i»] , _„^ 

Si les forces sont parallèles n = o , et on a 

M:=R.'2r£±^:^Mfl±n (C'«). 

f ^ 

Ces deux équations peuvent se simplifier par une con- 

«9 
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ùiéntMon particulière : comme an ne peuï résoudre tpat 
par ^ij^irouniaikm les problèmes relatifs au froUement , om 
pourra supposer ^que ù* est nul, puisque b est toujours Sort 
petit par rajpport km et r z an aura donc 

M=zRy—:îZ V/(m»H-2/nrcos#+r»)\) 

ïi faut prendre , dans lotîtes ces formules , le signe supérieur 
pour le cas où ia force Mdok être sur le point de prévaloir, 
et le signe inférieur dans le cas .contraire. 

Lorsqu'on ne fait point entrer le frottement en con* 
sidéra tion y on peut traiter la question de Téquilibre par 
la méthode précédente ; on vent que sans parler de l'élé- 
gance de cette solution y elle a beaucoup plus de généralité 
que celle qui a été donnée (loi), puisqu'on peut y re- 
garder comme inconnues trois quelcon({ues des quantités 
Bff Ry Mj ^y Ny /7t et r. n nous suffira ici de faire fzzzOy 
et nous aurons ^ = 00, d'où 

M=Rx ~, A^=t/(ilf-+2Afflco8* + /{«) 
m 

Tcxpression Mz=z R x comparée aux équations 

(W), montre de combien AI doit être augmentée 
pour être sur le point de prévaloir, ou doit être diminuée 
pour faire seulement équilibre, -en ayant égard au frot- 
tement. 

Nous avons supposé ici que l'axe ne faisoit pas coipt 
avec le levier^ mais il n'en est pas ainsi dans beaucoup 
•de cas, tels que dans les canons, mortiers à bombes, etc. 
Alors cet axe est mobile dans des crapaudincs fixes. U 
^U aisé ide voir jjue le système est le même que cklessus, 
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eiceptë que le point do contact étant à Popposite en n ^ 
la force fN, qui provient du frottement , doit être appli» 
quëe en ce point y et dirigée en sens contraire. Ces con» 
fiidérations font voir que le problème est ici le même que 
ci-dessus , excepté que f doit y être mis avec un signe 
contraire. Or, comme les résultats que nous venons d'ob- 
tenir ne renferment que f* ils ont encore lieu pour ce cas* 

jSy. Le problème de la poulie avec ou sans frottement 
pourroit être résolu de la même manière } mais il est plus 
simple de faire les deux bras de levier égaux, ou ni'=.r^ 
cette considération change les équations P" y G'" y H"' y 
respectivement en 

1/—/? ^V + ^*cos<cZb^>V/[2yyiy(i+cos»)— &*sinV] 

7ny \ mq / 

i58..0n pourroit résoudre le problême du frottement 
dans le treuil de la même manière \ mais ici les forces étant 
disposées dans l'espace, il faudroit appliquer les six équa« 
tions (7^ et (17), n^* Sg et 40. L'élimination seroit alors 
fort laborieuse} et on auroit pour résultat une équation 
du cpiatrième degré si compliquée , qu'elle ne pourroit 
être d'aucune utilité. Au reste , on peut appliquer ici ^ 
d'une manière assex exacte, ce qui vient d'être dit sur le 
levier ^ puisque si on projette tout le système sur un plan 
perpendiculaire à l'axe de rotation, on n'a plus à considérer 
que des forces dans un même plan, appliquées à un levier* 
^[ous ne nous arrêterons pas plus longtems sur cet objet, 

. iS^. Tradions maottnant W Ir^Uenicf»! dais ta tii > 
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poiib P f qiii est suppose prëvaloir. Aiust pour faille en* 
frer en consiilératton la raideur de la corde emplojée 
dans une machine , il ne faut qu* augmenter le bras do 
levier de la résistance dune quantité convenable. 

Il reste maintenant à connoîtrc celte quantité CDzz. qx 
pour cela, observons qu'une corde résiste par deux causes 
anx efforts qu'on fait pour la ployer. La première est due 
à la tension de la corde et lui est proportionnelle , elle 
sera donc = 6Qj la seconde est produite par son our- 
dissage , et on peut représenter par a la force nécessaire 
pour la vaincre, a et 6 sont ici , comme on voit, des 
cooiTlcieTls indéterminés. Ainsi pour une même corde 
a-^ bQ pourra représenter la ibrce nécessaire pour ployer» 
Mais si on change de corde, le diamètre D sera différent^ 
et on poiura dire que , tontes choses égales d'ailleurs , Itt 
force qu'on doit employer est proportionnelle à une cer- 
taine puissance n àe D \ car la force nécessaire pour 
pfoyef une corde croît avec son dianièti*e : cette puis- 
sance décroît , au contraire , avec le rayon r de la poidie j 
/y» 

(^ + ^ Q) pourra donc représenter la force nécessaire 

r 

pour vaincre la roideur de la corde : n est encore une 
quantité indéterminée. Celte valeur est l'accroissement 
(p-on doit donner à la foi-ce P pour qu'elle soit sur le 
point de prévaloir j or on a d'ailleurs Pr = Q {r ^ q) i 
et comme dans le cas d'équilibre -P— Q = o, P — Q 

ou O X — est aussi la valeur de cet accroissement : eu 
^ r 

égpalant on a 
2>''(a + ^Q)=Q7, A'oMq^^{a + bQ)....{K^"). 

i4i. €ctfe équation lï'est , il est vrai , fournie que pai* 
des considérations géûéfales, et n'est pas rigoureus€inient 
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«démontrée } elle renferme d'ailleurs des cocfficiens incon- 
nuS; n^afby variables d'une corde à une autre. Allais il 
«9t un moyen de trouver ces coefEciens y et de s'assurer 
^e cette expressicw est -exacte dans la pratique. 

On.€hoisira une «corde , et la ployant sur la gorge d^une 
poulie , on lui fera porter deux poids 5 on augmentera l'un 
d'icux convenableuient , on verra -de cenid)ien il doit excé- 
der l'autre, pour être sur le point de prévaloir : faisant la 
même expérience quatre fois y en changeant de poids on 
<îe poulie , on aura aussi quatre valeurs de P — Q , c'est- 

à-dire , de — ^ (a -|- ^Q) 7 ce qui fournira quatre équa- 
tions. Soieni d.j f j g, h ces vadcurs, on aura donc en dé- 
signant par r , r' , H' et r*" les diviers rayons des poulies p 
<t par Qf Q' y Q" et Q" les poddfi employés tour-à-tour, 

ÎjCS trois premières serviront à faire connoitre les valeurs 
'de n , a et 6 j et la dcniirre servira à s^assurer si la for- 
mule {K"^) a Tcxactiludc qu'on désire* 

Le cit. Coulomb , à qui ou doit cette ingénieuse tliéo- 
rie y a trouvé que la quantité n étoit ordinairement 1^7 ou 
1,8, et que par conséquent la résistance étoit à-peu-près 
proportionnelle au quarré du diamètre de la corde j mais 
^ellc varie d'ailleurs y et devient même 1,4 lorsque la corde 
«st très-usée. Voici les résultats auxquels il est parvenu^ 
exprimés en poids anciens s 
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r . J)^ lir. /)'» lîy. 

^ - \ae5ofilsdecarrct xa:i=4,2.. ix ioo=Q 

Corde 1 r ^ r *^ 

blanche, jdci 5 fils =1^2.. =5,1 

^de 6 fils =0,2.. =2,2 

Corde rdeDofiUdecarret ^d(jjG». =11,6 

goudron-^ de 1 5 fils =2,o.. =^5,6 

née. (de 6fils =0,4.. =2,4 



rV. Frottement dune corde qui s'enroule autour d'un 
cylindre, 

'U. 90. i4^« Soit BAN le profil d'un cylindre , dont le rayon 
LC :=: r : AK une des exlréniiiés de la corde , à laquelle 
est appliquée la K'sisiance K : la puissance P , qui tend à 
vaincre cette résistance , est supposée agir à Tautre extré- 
mité de la corde , qui est enroulée autour du cylindre, sur 
un arc quelconque AGN j cette puissance étant sur le 
point de prévaloir , fait par conséquent équiKbre à la ré^ 
sis tance R et à la force provenant du frottement exercé sur 
Tare embrassé par la corde. La tension / en un point quel-* 
conque L de cet arc est aussi dans le môme cas j elle con-» 
siste en une force tangente en Z/ , qui doit être égale (par 
la nature de la poulie fixe qui ne sert qu'à changer les di- 
rections des forces (lol)) ) à la résistance K , plus au frot- 
tement qui s'exerce depuis ce point L jusqu'en A, Soit 
AL = ^ , et prenons un arc infiniment petit LB = ds , 
partagé en deux parties égales au point G ^ menons les 
rayons CB , CG y CL , et nommons p la somme des pres- 
sions normales qui s'exercent sur tous les élémens de l'arc 
AL : la pression normale qui s'exerce sur LB sera = dp. 

Cela posé , la tension de chacun des demi-clémens GB , 
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Cli ëtant dcsignëe par ^ ^ la pression dp qui en résulte , 
c'est^à^iire ; la résultante de ces tensions j prise dans la di- 
rection C 6*^ est (17) visiblement rr 2/cos CGB} mais en 
considérant le triangle CGB comme rectangle en B , on a 

dans ce triangle, cos CGB:= 7^7-,= — > donc dp = • 

Mais d'après ce qu'on a dit ci*dessus , y désignant le frotte- 
ment , on a (i55) t z=z R +/p , d'où on tire /dp z= dt j 

, ^i fàs 
mettant pour dp sa valeur , on en conclut — = ' — , 

f 
dont l'intégrale est log / = — ^ -f- log. C Commex = o 

t fs 
donne 1=:= Ry on a Cz=z R^ donc log-«- = — ; et en dé- 
signant par e le nombre dont le logarithme népérien est i , 
on en conclut 

fi 
t=Re^ (Lif'). 

C'est re3q>ression de la tension ([u'éprouvc le point L, Si 
.on veut avoir la grandeur de la puissance P , qui fait équi- 
libre , et est sur le point de prévaloir , il faut faire s 55 AGNy 
et t zzz P, S'il arrivoit que AGN y ou la longueur de la 
corde qui embrasse le cylindre , fût égale à n fois la cir* 
conférence entière , c'est-à-dire que la corde fit plusieurs 
tours sm* ce cylindre y on feroit s = 2wrn j ainsi on a dans 
ce cas 

Pz^zRe^'^fi' (Mff). 

Si on fait croître le nombre n en progression par diffé- 
rence , la valeur P croît en progression par quotient j et 
plus le nombre de tours de la corde autour du cylindre 
est considérable , plus la force P doit être grande. I^ ra- 

20 
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piditë avec laquelle croît la grandeur de P j sert à expli- 
quer la cause qui permet à une puissance R^ très-foible, de 
faire équilibre à une puissance P très-considérable. 



Fin de la Statitfue* 



LIVRE II; 
DYNAMIQUE. 



CHAPITRE PREMIER. 

Du MOUVEMENT d' U N POINT EN LIONS DROITE. 

1 45. I à A Dynamique est la partie de la Mécanique 
ijui , faisant entrer le tems en considération , a pour 
objet V action des forces sur les corps solides, lorsqu'il 
résulte de cettç action un mouvement. Fidèles à la marche 
que nous avons suivie dans la Statique ^ et que nous avons 
développée dans la préface ^ nous ne traiterons dans ce 
chapitre que du mouvement rectiligne et un point , afin de 
ne pas combiner à-la-fois tous les élcmens qu'embrasse en 
général la Dynamique : nous passerons dans les chapitres 
suivans à des considérations plus étendues, 

L Du Mouvement Uniforme, 

i44* ^ mouvement d'un point matériel est uniforme 
lorsqu'il parcourt des espaces égaux dans des tems égaux p 
quels que soient d'ailleurs ces tems. Ce mouvement, le 
plus simple de tous et le plus facile à concevoir, nous con« 
duira à l'analyse des autres mouvemens. 

Lorscfu'un corps se meut uniformément j il parcourt 
dans chaque unité de tem^ le même espace : désignons cet 
espace par V. L'espace que parcourra un mobile pendant 
yn nombre t d'unités de tems sera donc Fty et il est visH 
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l»Ie que cela aura lieu cjucl que soit /, (entier ou fraction- 
naire ) : (Je sorte que diins le moui^emenl uniforme les 
espaces parcourus sont proportionnels aux-tems ewplojés 
ïtc. 91, ^i les juircourir. Si donc la droite jdE est celle que le mo- 
bile dï-crit y B étant soa poiut dje départ y ou pluies sapo* 
sition à Tinstant où on compte / = o : A' étant le lieu du 
mobile au bout du tenis / , oa a BIV=z Fl Soit un point 
fixe A auquel on rapporte les positions successives du mo- 
bile y en désignant par c sa distance AN à ce point au 
bout du tems / , et par E l'espace initial AB , il est clair 
qu'on a 

e — E-irH (a) 

pour Téquation générale des mouvemens uniformes. Ces 
niouvemens différent d'ailleurs entr'eux par les valeurs des 
constantes /*' et F, 

On a donné à la constante f^le nom de VItesse j c'est, 

comme on a vu ^ l'espace parcouru pendant une unité de 

tems. On a aussi une autre expression de la vitesse , car Fl 

ou l'espace BN décrit durant le tems , est égal à e — /s j 

,^ e — E BN . . , ^ , 

or on a P z=z = : ainsi la vitesse est le 

t t 

1 apport constant qui existe entjv un espace quelconque et 
le tems emploj'é à le décrire* On ne doit pas oublier qu'on 
ne doit entendre ici par e et / que des nombres abstraits, 
qui sont des nombres d'unités d'espace et de tems : ainsi on 
ne compare pas entr'elles des choses hétérogènes , comme 
renoncé précédent et l'équation {a) semblent l'indiquer. 

145. Après avoir trouvé l'écpiation du mouvement uniF- 
forme , la question qui se présente d'abord est de déter- 
miner quelle est la puissance qui par son action sur un 
luobile est capable de lui imprimer un pareil mouvement. 
Pour résoudre ce problème il suilit de se rappeler Ja loi 
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D^iNERTiF. qui consiste dans le principe suivant : tous les 
corps, soit en repos , soii en mouvement , doivent être con- 
sidérés comme persévérant dans Vétat oà lô. sont.^ 

Nous ayons dcja dit qu'un point en repos doit y. rester 
si aucune, force n'agit sur lui : mais s'il est sollicité par une 
force quelconque y et ensuite abandonné à lui-niénie , il est 
d'abord clair que son niouvenient sera rectilignc, puisqu'il 
n'y a aucune raison pour qu'il s'écarte plutôt à droite qu'à 
gauche de sa direction primitive. De plus il se meut uni* 
foniiément , et cette circonstance n!est pas également évi- 
dente, (c La nature de la force • motrice étant inconnue , il 
a est impossible de savoir â. priori si celte force doit se 
a conserver, sans cesse. A la vérité ^^ un corps étant incar 
c( pable de se donner aucun mouvement , il.paroit égale-*- 
t( ment incapable d'altérer celui qu!il a reçu j de sorte que 
t( la loi d'inertie est au moins Ul plus naturelle et la plus 
« simple que l'on puisse imaginer. Elle est d'ailleufs con- 
u firmée par l'expérience : en effet nous observons sur la 
« terre (pie les mouvcmens se perpétuent plus longtems,à 
« mesure que les obstacles qui s'y opposent viennent à di? 
« minuer , ce qui nous porte à croire que , sans ces obs- 
« tacles y ils dureroient toujours. Mais l'inertie de la ma^ 
n tière est principalement remarquable dans les mouvement 
<( célestes qui , depuis un grand nombre de siècles , n'ont 
ix point éprouvé d'altération sensible. Ainsi nous regarde- 
« rons l'inertie comme une loi de la nature ^ et lorsque 
« nous observerons de l'altération dans le mouvement d'un 
« corps , nous supposerons qu'elle est due à l'action d'une 
« cause étrangère. i^Expos. du sjrst, du monde , p. !58) (*)• 
Ainsi lorsqu'une force agissant sur un corps lui imprimera 
une impulsion , le mouvement de ce corps sera uniforme* 

(*) Voyez aussi les Mclangc» de Turin , ta, p. 3c8» 
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146. Cherchons dans la nature du mouvement uniforme ^ 
une quantité propre à mesurer l^intensitc de la force iinput 
sive y a laquelle il est du : pour cela observons que les forces 
ne peuvent nous être connues que par les effets qu'elles 
produisent , c'est-à-dire , par les espaces qu'elles font dé- 
crire dans des tems déterminés : il est donc naturel de 
prendre pour leur mesure la vitesse qu'elles engendrent , 
ou l'espace qu'elles font décrire dans chaque unité dç 
tenis ; mais cela suppose que les forces sont proportionnelles 
aux vitesses qu'elles impriment. Ce principe revient visi-» 
blement à supposer que plusieurs forces agissant dans le 
même sens feront parcourir, durant une unité de tems, un 
espace égal à la somme des espaces que chacune d'elles eût 
fait parcourir séparément : or c'est ce que nous nepou^ 
vons pas savoir â priori , vu notre ignorance sur la nature 
des forces. Il faut donc ici recourir à l'expérience , car 
4out ce qui n'est pas une suite nécessaire du peu de 
. données que nous avons sur la nature des choses , n'est 
pour nous qu'un résultat de l'observation. Comme 
cet objet sort des bornes d'un Traité élémentaire , nous;, 
n'entrerons à cet égard dans aucun détail : on consultera 
sur ce sujet la Mécanique céleste , n°». 5 et 24 ? oh Laflack 
a traité cette théorie avec une profondeur et une élégance 
qui lui sont particulières. On conclut de là que 

1**. Une force agissant par impulsion sur un mobile^ 
lui imprime un niouvcnwnt uniforme et rçctiligne, et la 
vitesse, qui a lieu dans ce mouvement mesure l'intensité 
lie la force-, ainsi la vitesse F est c^ qui caractérise en 
IKU'ticulier chaque espèce de force , chaque espèce de mou^ 
veillent uni for nie. 

2*. Lorsqu'une force agit sur un corps déjà en mou-* 
venicnt , elle produit sur lui le même effet que s'il et oit 
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en repos y c'est-à-dire ; que la vitesse qui auroit lieu dans 
ce dernier cas s'ajoute à celle que le corps avoit : car on 
peut à chaque instant regarder le corps comme en repos , 
et supposer que la force motrice qui l'avoit animé le- 
sollicite dans cet état. 

5°. La vitesse ëtant proportionnelle à la force, ces 
deux quantités peuvent être représentées Tune par l'autre , 
et tout ce que nous avons établi précédemment ( 1 7 , 18) 
sur la composition des forces , doit être dit de la compo- 
sition des vitesses. Lorscpie deux forces P et Q agissent 
simultanément sur le mobile yl dans les directions j4P Fi^. w 
et j4Q y en prenant ces longueurs égales aux vitesses res- 
pectives que les impulsions tendent à conmmniquer, le 
corps u4 doit se mouvoir uniformément suivant la diago- 
nale j4R du parallélogramme APRQ y et cette diagonale 
sera la vitesse qui aura lieu. De même , si trois forces Py Fîg. 13. 
Q et 5 dans des plans différens tendent à imprimer des 
vitesses AB , AD et ACy le mouvement du point A sera 
uniforme suivant la diagonale^/duparallélipipcde^LAf//) 
et cette diagonale sera la vitesse. 

4". Si les directions de deux forces P et Q sont rec-ï"»!. lo. 
tangulaires, on peut les supposer destinées à éloigner le 
mobile A y durant l'unité de tcms, de quanlilos AP et 
AQ des directions respectives AQ et AP. Or, puisque 
ces deux forces, par leur action sinmîUnce, transportent 
le pointée» Ry et f[u'on a RP^AQ, qX RQ^=APy 
on voit que TelTet que chaque force lendoit à prodmVc 
isoléinent a encore lieu. De même, si le parallélipîpède Fîg. ij. 
ALMH est rectangle , en considérant la force Ç comme 
Jestin.'C à éioigncT ic point A du plan BAC de la quan- 
tité AD y durant runilc du tc'us : \x cause do AD^rz^m^ 
col effet est prodi.i;t. Donc en général quand des força 
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de directions rcctan^Laires agissent sur un point niatém 
rielf V effet qu'elles produisent esl le ménie que celui que 
4:ha,cune auroit produit séparément y en n'oubliant pas 
«juèl sens on doit attacher au nu>t effet. C'est en cela qui* 
consiste rindépcndaiice entre les forces rectangulaires. 

i47- Considérons les niouvcmens de plusieurs mobiles 
mus unifonnéinent : on aura pour chacun d*eux des équa- 
tions de la forme e = £ -f- Fty qu'il faudra combiner 
entr'elles convenablement. En voici quel(|ues exemples : 

I. Si les deux mobiles partent d'un même point , pris 

pour origine des espaces, les équations de leurs mouve- 

"inens seront e s^ Ft, e' = VU' : on conclut de là que , 

en tems égaux, les vitesses sont proportionnelles aux 

e V . 

espaces parcourus ^ car /== /' donne — ;- z^—-^. Si les 

"^vitcsses sont égales , les espaces parcourus sont propor» 

et 
tionnels aux tems; car f = V donne — r- = — r- i et 
' e' t* 

si les espaces sont égaux, les vitesses sont réciproques 
aux tems; car e = c' donne /7=. F't'. 

IL Soient f^et F les vitesses de deux mobiles, distans 
«çntr'eux d,e^'' lorsque tz=: o ; il est aisé de trouver leur point 
•cje rencontre j car en prenant le point de départ du premier 
pour origine^ les équations de leurs mouvemens sont 
e= Fty e' =s/l'' 4- FU^'y au point de rencontre, on a 
t^.la-fois ez^e' y et t'rz.t' : donc en éliminant, on a 

E' FFJ 

•■ ^=^'= -frZT^' e=e'= y_ y, (i). 

III. Cherchons au bout de quel tems ces deux mobiles 
seront distans l'un de l'autre de K. Il est clair qu'il faut 
■pdur cela qu'on ait c — e' = Ky ou e' — e = K) ainsi 
le problème a deux solutions, l^lne avant, l'autre après 
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la point de rencontre. Faisons donc e — e* = rt/iC , pour 
les cumuler toutes deux } et de plus tzzz tf ; nous auron« 

en faisant Kzz:Oy on retrouve les ëqnations (&)• 

IV. Le mouvement d'un mobile est déterminé lors^'oa 
connoit les ^valeurs des deux constantes E et f^ qui en- 
trent dans son équation^ ou, ce qui revient au même, 
lorsqu'on donne des conditions auxquelles elles doivent 
satisfaire. Si, par exemple^ dans le problème précédent , 
au lieu de donner JS' y on disoit seulement que le second 
mobile éloit éloigné de l'origine; au bout du tems r, de 
la quantité g , l'équation c z= £' + Vt deviendroit , en 
mettant ces valeurs pour / cl e, i = £' + y'r\ d'ôii on 
tire £' = I — y^r. Si on veut obtenir une solution plut 
générale des problèmes précédens , on substituera i •*- Pr 
à E'j dans les équations auxquelles nous avonj été conduits. 

y. Soient deux mobiles assujettis à décrire uniformé- 
ment la même courbe. Pour trouver le point de rencontre, 
il est clair qu'il suffit de concevoir la courbe rectifiée , 
et de recourir aux équations {h). Mais si la courbe est 
fermée; les mobiles , en continuant de se mouvoir, se 
rencontreront de nouveau : le lieu de la première ren- 
contre est alors pris pour point de départ, et pour y 
appliquer- les mêmes formules, il suffit de regarder alors 
les deux mobiles comme distans du périmètre entier p de 
la courbe. L'instant de la seconde rencontre seroit donné 

p 

par l'équation {h) qui devient t=: ^ y et on auroît 

pour le tems T écoulé depuis l'origine du mouvement 

21 
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nuant ce raisonnement^ on aura la troisième rencontre; etc.. 
en général la n*™*. rencontre aura lieu au bout du tcms 

et les espaces parcourus par chaque mobile depuis le point 
de départ du premier mobile jusqu'au lieu de la /i*"»*. ren- 
contre^ serpnt 

^ — '^ X y p ^ e ^— y ^^ y, • 

-.Concevons un troisième mobile qui décrit la même 
courbe , on aura de même pour sa n''"". rencontre 

avec le preimer mobile / =s p -^ ; amsi 

les trois mobiles se rencontreront à-la-fois lorsque celte 
.valeur de / sera égale à la précédente ^ ce qui donne 
jE^-f (n — i)^ _ E^ -\- {n' — i)p 

r—y ~ . ^— f» ^ 

ou -i- — 



1 r— f" ' 

— x£''+n'— I 
P 
n faudra maintenant trouver des v^em^ entières pour n 
et n' qui satisfassent à cette équation. Ce problème est 
indéterminé , et sa solution rentre dans la théorie connue 
en algèbre (voyez, le Compl. d'alg. de Lacroix ^ 129). 
On pourroit prendre un plus grand nombre de mobiles. 
A l'aide de ces formules , on détermine l'instant oii les 
aiguilles d'une montre qui marque les heures , les minutes 
et les secondes se doivent rencontrer deux à deux , ou 
toutes les trois ensemble 9 puisqu'on peut regarder les ex- 
trémités des aiguilles comme des points qui parcourent la 
même circonférence* 
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II. Du Afouyemeru Varié en général. 

148. Tout mouyemem qui n*est pas uniforme est ap" 
pelé VxKii j et on dit que ce mouvement est Accéléré 
au Retardé suivant que les espaces parcour.us^ d^ns des tems 
égaux successifs , sont de plus en plus grands , ou de plus 
en plus petits. 

Pour avoir une idée nette du mouvement varie d'un mo- 
bile , il faut le concevoir continuellement soumis à l'action 
d*unc force , de sorte qu'il reçoive à chaque instant une 
nouvelle impulsion ; sans, ces actions réitérées , le mouye^ 
ment serait unifornie ^ et on voit que la force agissant sa,ns 
interruption sur le mobile , on peut supposer , sans qu'il eu 
résulte d'erreur sensible , que ces impulsions sont séparées 
entr'elles par des tems dont la durée est infmiment petite. 
On peut' ni'éinc supposer ces intervalles de tems • égaux 
cntr'eux et à l'élément du tems dt. Nous avons Vlans ta pe- 
santeur y les attractions; • • . . des exemptes dé forces coa* 
tinues. 

149- Si on suppose qu'au bout d'un tems quelconque /, 
la force cesse tout-à-coup d'agir y le mouvement du point 
devient sur-le-champ uniforme, et sa vitesse, dans ce mou- 
vement , est produite par l^s impulsions exercées durant 
le tems qui a précédé ; cette vitesse , ou Pespace que le 
corps p§rc6urt daiis chaque unité de tems , est ! ce qu'on 
appelle la vitesse du corjw au bout du tems /. Ainsi dan^ 
un Tfiouyerhent varié , la vitesse d'un mobile à un instant 
déterminé , est Vespace qu'il décrirqît durant chaque 
unité de tems , si touÎM-^oup'à cet instant la puissance 
cessoit {fagir.. Soit k cette vitesse j il est clair ,' d'après ce 
. qui a été dit ci-dessus , que durant lél tems dt ; Je nioilve- 
\iuent est imifonue : soit e 4'espace 4éçHt fiendapt le tems t, 
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ou la distance du corps à l'origine après ce tenu , de sera 
l'espace décrit pendant rëlëment de tenis idfj oh a donc (i44} 

pour la vitesse 

.de . ^ . 

^ = Â f^^- 

Ainsi dans tout mous^ement varié, la vinsse est le coeffi^ 
cient différentiel du premier ordre de V espace , ou , Félé^ 
ment de ^espace divisé par Vêlement du tems. Si donc on 
désigne par c =7? y Téquation qui exprime la relation entre 
les espaces e et les tems t dans le mouvement qu'on consi- 
dère y on obtiendra aisément ^ en fonction du tems t et par 
une simple difTércntiation , la vitesse •» ^=J*t. Et récipro^ 
quement si on a l'équation v = J^i, il ne faudra qu'une 
simple intégration de l'équation de = dt,fU , pour obtenil* 
l'équation du mouvement e =Ji* 

]5o« Comme l'effet d'une force continue sur un mobile 
est de lui communiquer par ses actions successives une vt* 
tesse finie , au bout d'un tems infini ^ et comme le nombre 
de ses impulsions est fini , chacune d'elles doit être infini- 
ment petite. Ainsi on ne peut établir de comparaison entre 
une force d'impulsion et une force continue ; puisque l'eflfet 
instantané de la première est fini j tandis que celui de l'autre 
est infiniment petit* C'est ce que nous aurons occasion d« 
mieux développer par la suite (222 ; 254)« 

i5i. Il arrive souvent que l'intensitë de la puissance 
Tarie à chaque instant^ alors le mouvement éprouve des 
variations qui dépendent de celles que subit la force* Cher* 
,€hons la relation qui existe , en général , entre la vitesse et 
h force accélératrice j (c'est ainsi qu'on nomme la puis- 
sance dont l'action continue fait varier le mouvement )• 
Soient F eXf deux forces qui par leurs impulsions seroient 
capables de donner les;ritesf€S ^et 9} concevons le tems t 
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partage en un nombre quelconque n d'intervalles égaux j 
et supposons que les forces F ety* agissent continuellement, 
et communiquent leurs impulsions FqX Vy à la fin de cha- 
cun de ces intervalles. Il est clair que les vitesses engen- 
drëes seront successivement yjV) 2 f', 2f j 5 /^, 3f j ... 
ainsi au bout du tems I; nF tlnv seront les vitesses en- 
gendrées par l'action continue des puissances. Mais on ' 

a (146) 1 -7^ = — ; ou -TT = ; donc les forces acc€lt>- 

/ ^ j ^y 

ratrices constantes sont proportionnelles aux vitesses qu'elles 
engendrent pendant des tems égaux j puisqu'ici le tems qui 
sépare les actions successives est aussi petit qu'on veut. 

i52. Comme pour mesurer les puissances ; il faut trouver 
dans le mouvement qu'elles engendrent une quantité qui 
leur soit proportionnelle y il suit de ce qu'on vient de dire 
que pour mesurer Tintensité de la force accélératrice ^ au 
bout du tems / y il faut supposer qu'elle devient tou^à-coup 
constante pendant l'unité de tems ; et prendre la vitesse 
qu'elle engendreroit dans cet état. 

Cela posé y il est clair que pendant l'instant dt qui suit le 
tems /, la force ç communiquera la vitesse dvy mais si cette 
force devient tout^-coup constante y elle continuera d'im- 
primer à la fin de chaque élément de tems la même vitesse \ 
donc la vitesse qui sera produite pendant l'unité de tems 
sera Pélément dv y pris autant de fois que la force a donné 
d'impulsions y c'est-à-dire y autant de fois que l'unité de tems 

contient l'élément di'y le produit de dv par --r— , sera donc 

la vitesse qu'aura engendré pendant l'unité de Unis U 
force f devenue constante. On a donc 
dv 
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Ainsi dans tout mouvement varié la force accélératrice 
est le coefficient différentiel du premier ordre de la vir 
tessc , ou rélément de la vitesse divisé par l'élément du 
tems. Mais on ne doit point oublier que ç n*est point ici 
la valeiu- absolue de la force , mais seulement une quantité 
qui lui est proportionnelle , et lui sert de mesure j et comme 
en mécanique on n'a besoin que du rapport des forces 
cntr'elles , ou avec l'une d'elles prise pour unité , cette 
quantité ç suflit à nos besoins. 

On peut remarquer qu'en nmltipliant entr'elles les deux 
é(juaUons du mouvement 

de = vdt , ^dt = dv 
on obtient ^de = vdv (e) 5 

ce qui fournit une nouvelle relation entre les variables , 
qui remplace souvent avec avantage Tune des équations du 
mouvement , en se prêtant plus commodément au calcul. 

i55. On fait un tri's-fréquent usage des équations pré- 
cédentes. Si on connoît l'équation e =-ft du mouvement , 
uuc prcmicre différcntiation ayant déjà fait connoitre la vi- 
tesse en fonction du tcnis, r z=. fU ^ une seconde diiféreu- 
tiation fera connoîlre la force acc*''l«^ralrice ^ zz.f^H, Mais 
le problème inverse se présente beaucoup plus souvent : 
c'est la force que la nature de la question fait connoitre eu 
fonction du teins , et il s'agit alors d'eu déduire , par des 
intégratious , la vilebso , et l'équation e z=zft du mouve- 
ment. Pour bien saisir la marche qu'on doit suivre dans 
ce cas , observons que la nature de la question fournit tou- 
jours une rclaliou parliculière entre la force ^, la vitesse v et 
l'espace e, (jui correspondent au' tcms /^ ou seulement en- 
tre deux ou trois do ces (juanlilés qui sont les seules varia- 
bles que cf^tte qucslitm comporte : celte relation, exprimée 
par une éqaation, la cai'aciérise et lui est essentiellement 
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propre. On joint celte équation à celles de = \^dl ^ dy^ çdt\ 
et à Taide di^ calcul intégral y en éliminant entre ces trois 
équations , on en obtient des relations entre deux quelcon- 
ques des quatre variables ç ^ v^eeXU Ces relations renfer- 
ment alors des constantes arbitraires qu'il est facile de dé- 
tenniner d'après la connoissance de la vitesse du corps et 
de sa position à un instant donné. Des applications ren- 
dront cette exposition plus lucide. ( Voyez, article IV )• 

III. Du mouvement Uniformément Varié* 

i54* La continuité de l'action d'une puissance sur un 
mobile nous a conduits à la notion du mouvement varié : 
mais il peut arriver que cette puissance soit constante , 
c'est-à-dire, que conservant sans cesse la même intensité ^ 
elle imprime à chaque instant des degrés égaux de vitesse : 
le mouvement qui a lieu dans ce cas a été appelé Uniïor- 
itiM£NT VARii : donc le mouvement uniformément varié 
est celui qu'engendre une force continue et constante. 

La définition même du mouvement donne ç = cons- 
tante : désignons cette constante par g j c'est la vitesse 
qu'engendrera durant chaque unité de tems la force accé- 
lératrice. On a donc dy = gdt'j intégrons et désignons par 
y la vitesse que le mobile avoit au commencement du 
tems tj nous aurons 

y=y^gt. 

Comme gt est la vitesse acquise au bout du tems ty on voit 
que la vitesse croit proportionnellement au tems. On a 

(«49 ; <^) ; •^ = -^ ^ ^0"c de = Fdt + gtdt, et en inté- 
grant 

c=f:£+ Ft+igt» ,.. (/)• 
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Telle est l'équation gënérale du mouvement uniformt^ment 
varié. 
Fîg. 91. Si on fait / = o, on trouve e = i? ; ainsi soient AE là 
ligne que décrit le mobile , A l'origine des espaces e^ Bit 
lieu du mobile lorsque f=o, on a AB:=. E) c'est 
^'espace initial. V est d'ailleurs la vitesse initiale , c'est-» 
dire celle que le corps avoit en B y soit en vertu d'une im- 
pulsion particulière, soit par l'effet de la puissance pendant 
les instans antérieurs à son arrivée en ce point. Enfin g 
est la vitesse acquise au bout de chaque unité de tems. 

Si on prend pour origine des espaces le point de départ 
du mobile , ou plutôt le lieu oii il se trouve lorsqu'on 
compte ^ = o , on a jE = o : si de plus le mobile n'a au- 
cune vitesse à cet inctant, f^= o ; et le mouvement uni- 
formément varié a pour ses équations 

*^ = gt, e — {gt^ {g). 

Cette équation ne renferme que les circonstances de mou- 
vement dues à la force continue : de sorte qu'on voit que 
le coefficient gj ou la force accélératrice , est le double de 
l'espace que celte force fait parcourir au corps durant la 
première unité de tcms. 

Au bout du tems /,si tout-à-coup la force cesse d'agir ,1e 
mouvement devaient uniforme , et l'espace que le mobile dé- 
crira, en vertu de la vitesse acquise, sera ^/pendant chaque 
unité de tems, et (iii4) j 8^ ^ ^ = ^^* durant un tems t 
égal au premier. Or cet espace est doid)le de \gt* , que le 
mobile a décrit pendant le premier tems / : donc Vespace 
décrit (^un mouvement uniformément varié , durant un 
certain tems , est la moitié de celui qui seroit parcouru 
dans le même tems , d'un mouvement uniforme , dont la 
vitesse seroit égale à celle qu'a communiquée la Jbrc4 
continue. 
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-rtSStf V.oH:t'<luelques conséquences de ee qui précède. 
"l^« Les équations (g) donnent la vitesse^ et l'espace par~ 
eouni en fonction du tenu } en élinûnant / enti^'elles , on 
ebftiant; les équations 

. qui font connoitre la ^^itesM en^fonolion de l'espace, et ré- 
dproqueinent» On aiiToit obienu «dipectemiéntr^s^ équalions 
en intégrant la fopinule (e) qui devient icijgdû^=ydy. 

a". Si on avait à comparer en.tr'eux les luouveniens do 
plosieurSiniobilts ) il faudroit combiner ensemble des équa« 
lions deila.forme^;:;^ E,^ f^f^-'^ rë^.y ^«i qu'on Ta fait 
précédennèisnt (14?) s /mais icilescsleliis seroien^ beaucoup 
pku. compliqués* 'iyk)us' nûus bornerons à traiter le cas oii 
deux' mobiles sont souniis aux actions jd'une même foice , 
et oùron fbdt abstraction.' ^des* csrconsUnees étrangères à 
cette force. Alovsonales équations suivantes | pour 

le j«%,moT>ile. . . • e = l'gC* , y z=z gi , v» = 9.^ , 
le 2% mobile.'...' e'= iV% ^' — ^7 *^'= ^^• 

. i\ Ij9s, espaces parcourus sont enir'eux comme les 

.' V " " ^ . , e f 

^uarres des ienis ^ puisquon.a — = -— -. 

2". Les vîies^s sont comme les tems, car on a — ' = -j- . 

i y^ Enfin les espaces S9ni comme les quarrésddes viiesseSf, 

e y* 

puisqu'on a— = — . 

- w î- . .j.i^j ^. ,. , . . ....'...: 

^^ ii66. Le mouvement des-conps. pesans est celui qujj. pav 
Sa> nature letises nombreitsés apjfUeaiions ^ mérite le plus 
nolce' )altaMoii.. iLa pesanteur yjkette.iorce dont l!action 
stei^ercexontiniiellement sur tous les corps y Uur conmiu* 
«îque#sané>ce^ de nouveaux deginps^de vitesse. I^ous suR* 

22 
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poserons ici que cette force est constante , et que , par con- . 
téqucnt , le mouvement qu'elle imprime est uniformément 
Tarie. Cette hjrpothèse n'est point démontrée , il est vrai ; 
et même nous verrons bientôt (i6i) que la force d'attrao« 
tion qui réside au centre de la terre ^ a une intensité qui 
varie avec les distances des corps à ce centre : mais cela 
n'en est pas ïiioins légitime , car on peut remarquer que , 
les espaces les plus grands que parcourent y en vertu de la 
gravité , les corps qui sont à la surface de notre globe y 
sont fort |>etits par rapport à son rayon ^ et à cause du peu 
d'étendue de la hauteur dont les corps peuvent descendre 
en vertu de gravité , le mouvement varié qu'elle leur im- 
prime est très-peu différent du mouvement unifarmëment 
varié que nous lui substituons* .Cette hjrpothcse estcgalement 
admissible dans tous les cas où les forces variables n'agissent 
que pendant un tems de fort courte durée. Il suffît pour 
a*en convaincre de remarquer que la force p exprimée en fbnc» 

tîondeeestengénéralde laforme^=y^4-^e + Ce*4-ete- • 
en introduisant cette valeur dons l'équation (e) , elle de- 
vient 
rdvszAde+Bede^tic, d*oùv*=:Const.4-l^e+i>^-»-<tc. 

Or il est clair que la valeur de ce développement approche 
d'auUnt plus d'être = Const. + a^e = // (e H- /O > (^«t 
F étant des constantes ) que e est plus petit. Aiusi on peut 
sujqposer ^ :£ H{e^F) dans le cas dont il s*agit , ce qui 
démontre la proposition. 

L^expérience a fait connoltre, ainsi qne nous le ver- 
imis (195^ 4^)> la valeur trè»-^iprochée da coefficient f 
qni mesure la force acc^ératrice de la pesanteur : ce a'ert 
antre chose que la cjoanlfte dont s'accroît, pendant chaqoc 
unité de tems j la vitesse d'an corps abandonné à la gm- 
TÎtë seule (!&.()> un, si on vent, le ioukk de l'espace 
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qn*a parcourt peadàiit la prf luiere unité de Iciiis ; et on 
a recoBiiu qu'en prenant pi>ur unité la cent niilliêiue partie 
du jour y on a |r=?y^2a mètres; et cju'en prenant la 
ieconde sexagésimale pour unité ^ ou a 



^ = 9^809 mètres ^ ou g-^z^OjH pieds* 






En attribuant kg cette valeur, on a donc pour la hau* 
teur e dont un corps gnu-e tombe, dans le vide, pendant 
le tems /} poiir la vitesse v qu'il a acquise au bout de ce 
teras; et enEn pour b relation entre cette vitesse et cettt* 
bauteur, les équations 

e=f^, K=v^(,«e)J (*>• 

Ces deux dernières équations sont d'un fréquent usage ; 
on appelle Flusse due à une Hauteur la vitesse qu'un 
corps grave a acquise après être tombé de cette hauteur , 
abstraction faite de toute résistance. On comprendra aisé- 
ment le sens de renonciation suivante , Hauteur due à une 
^liesse* On voit que les dernières équations sont destinées 
à faire connoitre la vitesse lorsque la hauteur est donnée j^ 
et réciproquement. 

iSy. On peut obtenir, au moyen des équations (h), la 
solution de tous les problèmes relatifs à la chute des corps 
pesans. Nous en mettrons ici plusieurs ; et comme Tusaga 
de la seconde sexagésimale est plus familier, nous la pré- 
férerons , et nous emploierons les équations (g). 

i. Combien de tems un corps mettra-t-il à tomber de 
4ob tnètres ? L'équation e^=:{gn j en fusant e = 400 1 
donne 

4«o4 ♦'V 4,904/ ^' 

ce corps emploiera un peu plus de 9 secondes. 
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II. Qnellc sera la vitesse de ce corps à la fin de sa 
chute. y=gt devient ici f =19,809 x 9^05 =88^.7«^ Aur 
trctnent onai' = v/(^^)=i/ {^9fii6 X 4oo) = 88,57* 
Ainsi il parcourroit uniformément 88"%57 par seconde» 

III. Un corps pesant ne peut parvenir au ftmd d'un 
précipice qu'au bout de 'j^ , quelle en est la profondeur { 
Péquation e == ^ gi» dpnne pour cette profondeur 
e = 4,904 X 49 = 24o'",5. 

IV. De quelle hauteur faut-il qu'un corps pesant tombe 

pour acquérir une vitesse de 400'* par seconde? L*équà» 

^* y (4oo)* rt K/- 

tion e = — donne c = — rr-^ = oi5d. 
^ff 19,618 

V. Si le corps pesant avoit reçu une certaine vitesse 
verticale Fy on auroit alors pour Tcquation de son mou- 
vement, en prenant le point de départ pour origine^ 

e= n+ig^y ou e= rt — \gt, 

suivant que la vitesse auroit été imprimée de haut en bas f 
ou de bas en haut, les e étant comptés dans te sens de celte 
vîlessc. Dans le second cas , on a css ^— ^'/ ^^ ^^ 
est d'ailleurs évident, puisque la vitesse imprimée par la 
pesanteur de haut en bas est gi au bout du teras /. Cette 
expression fait voir que le corps montera tant qu'on aura 
F^ gt'j au point oii Fzzz gi y on aura y = o} le mobile 
sera alors parvenu à sa plus grande élévation : enfin lors- 
qu'on aiir^ ^'^Sh ^ 5era nrgatif^ c'esl-à-dire , que !• 
projectile redescendra, parce que sa- vitesse. ixii|iale> aura 
élé épuisée par la pesanteur. Le maximum d'élévation est 

F" , F 

— j et le tems cmplojré à l'atteindre est — . Le corps 

descendra ensuite de l'état de repos suivant les lois connues; 
i'écjualiou de son mouvemieat «era e ;= ^ ^/* ^ en comptant 



les tf de haut en bas. Au bout du tems /= — «le mobile 

aura parcouru l'espace — y ainsi il emploiera à redes- 
cendre au point de départ le même tems ^'il a mis à 
monter : enfm sa vitesse en ce point sera f^j c'est-à-dire f 
sera la vitesse de projection. 

On peut donc trouver à quelle aération est parvenu 
un corps jeté verticalement, quand on connoit le tems 
écoulé depuis l'origine de son mouvement jusqu'à l'instant 
de sa chute. Par exemple ^ un corps qui lancé verticale- 
ment n'est retombé qu'au bout de 18^, a mis nécessaire- 
ment 9^ à s'élever ; on a donc pour la hauteur cherchée 

e = j ^ = 4;9o4 X 81 = 597^224 mètres. 

Nous réserverons dorénavant la lettre g pour désigner 
la force de la pesanteur. 

IV. Application des formules du Mouyemenl Varié, 

Nous allons appliquer à quelques exemples les for- 
mules (c) , ( J) et ^e) du mouvement varié , et développer 
les princi|Mîs dont nous avons donné l'exposition (i55). 

i58. Supposons qu'un point matériel placé en A soit^»6- 9«. 
sollicité par deux forces 5 l'une tendant à l'animer de A 
vers B d'un mouvement unilbrméinent varié : l'autre ten- 
dant au contraire à le repousser de A vers Z), et agissant 
en raison inverse de la distance du mobile au point D : 
cherchons les diverse^ cii'constances du mouvement. 

Soit AD = a y AN = e 2= l'espace parcouru au bout 
du tcrus : si on désigne par ^ ^^ force accélératrice qui 
provient de la rcpul.sion du mobile deA^ vers i>, et pai* m 
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la valeur de cette force à runilé de distance du point B, 

on aura , par la nature de la cniestion ou — ■ — = — r 

donc x=^ — ; — • Soit enfin g^la force accélératrice cons- 
a -^ e 

tante qui agit sur le mobile de N vers B. La force ^ qui 

anime en eflet le corps au bout du tems t , est la différence 

entre ces deux forces, d'où f = ;c~6'> ^^^c on a les 

trois équations 

entre lesquelles il s'agit d'éliminer deux des quatre va- 
riables e y ty y G\ ^. La seconde et la première donnent 

vdy^^i-—^ g\ de y d'où^v"=mlog(a+e) — ge+C. 

Pour déterminer la constante C y observons qu'au point A 
on a »^ = o ; e =o j on en conclut C ==: — m log «• 

Donc 

(a -J- e\ 
— — J — 2^),...(Z")-, 

équation qui détermine la vitesse que le mobile a acquise , 
après avoir parcouru l'espace c. Pour obtenir une relation 

entre e et / , il faudroit mettre ici pour y sa valeur — y 

et intégrer de nouveau. 

iSg. Le problème que nous venons de résoudre se pré- 
^U» 74. sente dans une circonst^ftice remarquable. Si un corps pe- 
sant , tel qu'un piston , ferme un cyjindre ou tube vertical 
BD y ouvert seulement à rextrémité Z>, et si la partie AB y 
contient un fluide élastique comprimé , il est clair , qu'en 
faisant abstraction du frottement du piston contre les 
parois du tube y ce piston sera soumis à l'action de la pe- 
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santeur et de la pression de Tair extérieur qui tendront à 
le faire descendre avec une force constante g^ et à la force 
répulsive du Auide élastique : or on sait que le ressort du 
fluide est d'autant moindre , que Pcspace qui le contient 
est plus grand , ou que le piston est plus éloigné de /^ ^ 
ainsi la force provenant de la vapeur expansivc agit en 
raison inverse de la distance du piston mobile au point /?. 
On trouve un exemple bien siuiplc de cette espèce de 
mouvement dans les armes à feu : on sait que Tinflanmiar 
tion de la poudre développe instantanément une grande 
quantité de fluide aériformc : cette vapeur expansive con- 
trainte dans un espace étroit , chasse avec force le projec- 
tile que l'arme contient. Si on suppose que e z= AD = la 
distance de l'oriflce du canon , au point de départ de la 
balle 5 a + e est la longueur totale BD de ce canon ; et k 
désigne alors la vitesse du boulet au sortir du canon. La 
longueur qu'il convient de donner au canon pour que cette 
yitesse soit la plus grande possible ^ se trouve aisément en 

dy 
égalant à zéro la valeur de --^ ^ et déduisant ensuite celle 

al 

de a -^ e i or cela revient à supposer que la force 

f=o(ce qui est d'ailleurs évident^ puisqu'alors j^zrzg)^ 

et on a a + e = -^. 

On peut faire abstraction de la résistance de l'air et du 
poids du boulet ^ qui altèrent peu la vitesse jusqu'à l'ori- 
fice D du canon : ce poids est d'ailleurs nul lorsque l'axe 
du tube est horisontal. Si on fait ^ = o ; on ^ ce qui re- 
vient au même y si on ne suppose dès l'origine du calcul 

d'autre force que v = • on a 

f'=^|2m,log(2-±:£)J,..(^), 
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^^J» p3» , i6«- Soit en D iifi point matériel sollicite par txnt foret 
accéléralrice , agissant de D vers Jî çu raison inverse du 
quarré de la distance de ce mobile au point B i cherchoni 
les circonstances du niouvenieut. 

Soit BD :=: a y DN = e = l'espace parcouru au bout 
du tcnis / : lorscTue le mobile sera parvenu en A^, la dis* 
tance BN sera a — e ) désignons par m la valeur de la 
force attractive lorsque le mobile est à l'unité de distîince 
du point B y on di par la nature de cette force Ç , 

' r =^ r - = : : on a donc ici ios trois équations 

ô = r j ^àc rr vdv^ , ydt = de» 

{u — ey ' 

On ('dimiue la quantité ^ entre les deux prernicres , et on a 

mde . , o.m 
vdv = • d ou ou tire v"*^ = + C oui>po* 

«ons qu'à l'origine Z), îe mobile n'ctoit animé d'aucune 
vitesse^ c'est •- à-!- dire, n'avoit reçu aucune impul&ion ; 
on avoit donc en même tems e = o^ et f^=o^ ainsi 

C = — ; en substituant et réduisant on obtient 

a 

' = j/(v)«l/(ié-.) «■ 

Pour obtenir la relation enti-e c et /, il sufïït de mettrt 

de 
pour V sa valeur -r- > «t d'intégrer : or pour faciliter l'in-» 

tégration , il importe de simplifier le radical 1/ ( — — J ; 

nous multiplierons donc cette fraction haut et bas par a — e^ 

1 1. 1 \/(^« — «*) 1 

et le radical sera : donc on a 

a — # 






^-* v-ir- 



Alais . eqarrauta ■ , + s^ X , % 

Le premier terme a pour i«lègra!c V' (« — c') : i^uaial 
«a second y ea changeant e ea ^ ^ « ^ ii ocvienl 

■ _ ^. 

^ X arci cos= — J=:iax •rcTcofs: ~ J (*). 
On a donc 

On n*aîoQte pas de c^nst^mîe parce «ptc e ci r loct uub ea 
même tenu. 

Voici une construction grf jhîquc de cette foruî.:î«s Soit 
décrit sur DB^:za comme diamètre un demi -cercler*^, m* 
DMB-, Tabacisse />A' étant =tf, Tordoruée IV M «st 
comme on «ait = v/(^ — <*) • ^^ i*^"* ^^ **^ ^'"*^ ^^"^^ 
le sinus verse cïTt e^'^ drns )e cercle DMB dont le rajroa 
est ia j doA*- NM-\- fJD rcprétcnlc le second facteur de 

kraleurdei, «*««*» ^ = l/(^) X C^Af^-AfD]. 



(^) .On iniècre auâsi V'.. . en ol>serraiit que cette «a* 

v'(««? — e*) 
pression est la JifférenticUc <le i*arc dont le tinui Yerae 
est e dans le cercle dont le rayon ett ^a ^ ou » ti on Teut , 

^a X arc jf sin ?er.= S.\ dans le cercle dont le ra^on «tt 1 ; ou 
enfin [a x ar£ fcoê s lV 

a5 
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Les valeiirs ci-dessils de v. ^ de t donnent la solution 
complette du problème proposé , et renfemient toutes les 
circonstances particulières du mouvement. Si on fait es: a ^ 
on obtient 

La première valeur indique que la vitesse du point mobile 
au centre B d^aitràction est infinie y ce qui est aisé à con- 
cevoir , puisque l'intensité de la puissance croît d'autant 
plus que le mobile est plus voisin du centre. La seconde 
expression donne le tenis nécessaire pour arriver à ce cen« 
tre j elle est proportionnelle à ay/'a , ou y/a-* : ainsi les 
iems emploj'és par. deux corps pariant du repos, pouf 
arriver au centre d attraction , sont entr'eux comme les 
racines quarrées des cubes de leurs distances initiales à ce 
centre. 

161. On a nommé Force Centripète cette force d'attrac* 
tion vers un centre î^xe : les observations les plus cons- 
tantes établissent que l'attraction est une des propriétés dont 
jouit la matière (voyez n*. 187 ) j on a même reconnu que 
pour deux points matériels de niasses égales y cette attrac- 
tion avoit lieu en raison inverse du qiiarré de leurs dis- 
tances. Le problème que nous venons de résoudre s'ap- 
plique afix corps pesans placés à la surface du globe : il ne 
faut pour cela que regarder ç çomm.e très-petit par rapport 
k a y et a comme le rayon de la terre. Par là les valeurs 

... ,1 1 * . 1 . \/{:tme) 
précédentes de v et de dt deviennent y = , et 

dtzzz, — ; . Or puisque m e\ g sont les valeurs de la 

yy{inie) 

force d'attraction aux distances i et a , du centre de la 

, ^« /? ' . . 

terre : on a donc — =: -^ * qu m = aV : amsi 
a* I ' 
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Cette dernière ëquation équivaut à c = Igi*' Ces équations 
sont les mêmes que nous avons déjà obtenues (//) ^ ce qui 
montre qu'on peut regarder la pesanteur terrestre , comme 
un cas particulier de l'attraction universelle. On auroit pu 
déduire aussi ce dernier résultat de la construction indi- 
quée ci-dessus^ fig. 94 : car alors Tare DM est très«petit fig. 
par rapport au diamètre DB , et peut être considéré conune 
égal a son sinus NM j qui = ^{at — e*) , et qui dons c« 
cas se réduit à \/{ae) ^ donc la valeur de / est • • • • • 

déjà trouvé, 

162. Lorsqu'un corps se meut dans un fluide , il est 
obligé d'employer une partie de la force dont la puissance 
motrice l'a animé y pour déplacer les molécules fluides ^ se 
faire entr'elles un passage ^ et ae mouvoir i c'est ce qui 
sera rendu manifeste après que nou^ aurons traita du choc 
des corps (218). Cet effort employé par un corps qui se 
meut dans un fluide , est visiblement dirigé dans le sens 
même de son mouvement \ il dépend de la vitesse qui 
Tanime. La résistance du fluide peut donc être assimilée à 
une force directement opposée au mouvement du corps ^ et 
variable avec sa vitesse suivant une certaine loi : on peut 
donc considérer un corps mu dans un fluide , comme mis 
en mouvement dans le vide , pourvu qu'outre le système 
de forces qui agissent sur lui , on en conçoive une de plus 
qui exerce son action en sens contraire du mouvement, 
et dont l'intensité soit dépendante de la vitesse du mobile. 
Quant à la loi que suit cette dépendance , on a coutume de 
prendre la force rtiardatricc de la résisUu^c^ du fluide^ 



« 
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proportionnelle au quarré de la vitesse» Les considéra-» 
lions thcoriques qu'emploient plusieurs auteurs pour dé- 
montrer cette proposition sont peu satisfaisantes^ cependant 
on peut la regarder comme exacte quand le fluide est indé- 
fini ; c'est du moins ce que rexpériencô confirme. 

Cela posé^ analysons le mouvement d'un corps pesant 
lancé verticalement de bas en haut dans Tatmosphère avec 
une vitesse V i d'après ce qui vient d'A-c exposé , ce corps 
pourra être considéré comme animé par deux forces y sa- 
voir : i*. la pesanteur g j <[ui tendra à le fiiire descendre 
et qui sera dirigée en sens opposé de la vitesse imprimée f^j 
2**. la force retardatrice du fiuide, dont la valeur au bout 
du tcms / sera représentée par mp" j -v éiAnl la vitesse da 
corps à cet instant ; et m un coeflicicnt constant qui dé- 
pend de la nature du fiuidc ; c'est la 'Valeur de cette force 
lorsque le corps a l'unité de sa vitesse. Cette force étant 
dirigée en sens opposé da mouvement y on n'a qu'une 
force= ^-h mv* y ou plirlôtc= — . (^ 4- mv^) , à cause 
qu'elle agit en zext% contraire de l'impulsion primitive : 
cette impulsion entrera d'ailleurs bientôt en considération j 
elle ne fait pas partie ^ts forces qui agissent au bout du 
tems U Ainsi on a les trois équations 

f = — (^+mK*)-, ^Tzzdvy ttfdè = t^di^. 
En mettant pour f sa râleur dans les dcur. dernières y on a 

dr ^ — i*di* 

dt = ; : y diz=z 



n est facile d'intégrer ces dsiix équatioûs j et on obtient 

|/(m^).r= C — arc ftang=^r. J/ — M 

ame = C' *— Ipg (^ + mv*). 

Les constantes C et C' se détemunent en obsenrant que la 
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question exige qu'on ait en même tems /= o ^ e= o^ 1^= V'y 
nous ferons y pour abréger j la constante m = a^gx nous au- 
rons donc 6=:arc(tang=a V) et Cr^logî 5^ (ï + «*''*)} J 
ce qui transforme les valeurs ci-dessus en 

agt-zz arc (tang :=: a A^) — arc (tang = av) 

2ga*e = log ( : j. 

Ces deux valeurs servent à faire connoitre Tespace parcoure 
par le mobile y et sa vitesse an bout du teras I : elles doivent 
remplacer celles que nous avons trouvées ( i56 et 167) 
lorsque nous avons fait abstraction de la résistance du 
fluide. Si on fait v = o , on a pour la plus grande élcva^ 
lion E yk laquelle le mobile puisse parvenir en vertu de sa 
force de projection ; et pour le tems T* qu'il y emploie 

2ga*E = log (1 -f-a* f*) , agT:=: arc (tang =LaF). 

Parvenu à son maximum d'élévation y le mobile a épuisé sa 
vitesse de projection ; il redescend donc : mais ici la force 
retardatrice de la résistance du fluide agit tout-à*coHp e% 
sens opposé^ et les équations auxquelles nous venons de 
parvenir n'ont plus lieu : ainsi le mouvement n'est plus' 
assujetti à la loi de continuités Pour analyser^ ce cas | 
proposons-nous de chercher le mouvement d'un corps pe- 
sant lancé verticalement de haut en bas. La force acccl<^ 
râtrice est alors g — mf* , et on a 

ç = ^— mp*, çdtz=zdv y ^de = ydy*, 

dv vdy 

d'où on conclut df=r , et de = : donc on 

g"— fWff*' g — my* 

a en intégrant ^ et faisant ^ comme ci-dessus, mz=za*gy 

agt = C+ arc (sin = av) 
tia*ge:^ O — log ^(1 — a*»^). 
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Comme f = o , donne ^ = o et p = /'^j on trouve 

C=: — arc(sin = a^ct O=:\ogg(i — a'f'*). 
Donc enfin on a pom* les ëquation3 du mouvement 
agi 5s: arc (sin = ay) — arc (sin zzzaF) 

Dans le cas où le mobile auroit été abandonné à l'action de 
la gravité I sans avoir reçu d'impulsion, il sufHroit de fairç 
dans ces formules f^ = o ^ ce qui donne pour ce cas 

<z^/= arc (sin r= af) , — 2a*ffe = log (i — a'y*). 

Ces équations sont susceptibles d'expressions plus simples ; 
car en désignant par c la base des logaritlimes népériens ^ 
la seconde donne ' 

Or en observant que l'arc dont le sinus est av ou 
y/|i — c r* ^^^ cosmus c ° z:z — j^^ 

I9 prcaiicre de nos deux équations devient 

agt ou \/{rng)t:^ arc (cos — jjtt- J. 

Telles sont les formules générales du mouvement ver-« 
tical des corps pesans dans les milieux résistans» 



r 
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CHAPITRE II. 

Dv HOVTBMENT dVn POINT ZK LIONS COVllBS» 

I. Propositions généraleSk 

l65. V otci comment la notion du mouvement curvîH-» 
gne peut être déduite des premiers élémens de la M écanique» 
Soit AB la direction d'une force qui donne une impuI-Fîf. §1. 
sion au point mobile ji t il parcourra uniformément cette 
ligne, si aucune cause n'altère son mouvement. Mais sup* 
posons que parvenu en 2? , ce point soit soumis à l'action 
d'une autre force qui lui communique dans le sens BD 
une impulsion^ en formant le parallélogramme BCED ^ 
sur les parties BC^ BD y proportionnelles aux vitesses im«« 
primées , on sait que le corps décrira la diagonale BE^ 
Si de même le mobile reçoit une impulsion suivant JGE f 
il parcourra EF*^ et ainsi de suite» On voit donc qu'il 
décrira le polygone ^2?£^F : mais si on suppose que les in« 
tervalles de tems y qui séparent ces diverses impulsions , sont 
plus courts y le polygone aura de plus petits côtés } de sorte 
qu'il est facile de voir que le mobile décrira en effet une 
courbe, si les forces agissent sans interruption. 

i64* Il suit de là que le point mobile qui décrit un po* 
lygone ABEF doit continuer à décrire uniformément le 
dernier côté EF y si aucune force ne vient agir de nou- 
veau "y et que par conséquent lorsqu'un mobile décrit unt 
courbe f si à un instant quelconque faction des puis^ 
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soHces Cesse ioui^coup , le mobile doit parcourir i/ni- 

fortà.' t9*it*f '^•'•K ."^--^î.^; *l et. , k:o ii^ ^ a^ poiul oie les 

forces OéU cessé dagir sur lU. En effet, on peut regarder 

chaque élément de cette couibe contint là côté infiniment 

petit d'un polygone. Ainsi le corpj change à chaque instant 

la dirccUou de iion mouvement , ipù tit celle de la tan- 

gcnlc, 

Lorsqu'un c jrps décrit une courbe en vertu de l'action 

de certaines forces , pour se faire une idée d^ ce que désigne 

le mot vîtesce y il faut supposer que la courbe est rectifiée ^ 

et qi«e tou»-^-u;ip les forces cessent d'agir) l'espace décrit 

peu: le niobile dc^^^at l^unité de tems est sa vitesse à l'ins-r 

*î«. 101. tant où ce ch*ng^.* 3r:t s'-:t»l produit. Soit donc KMZ U 

courbe que parcourt un point matériel ; û au bout du 

tjcms / le corps est parvenu en ]^J y en nommant s l'arc KM 

décrit , si toulnà-coup les forces cessent d'agir , le corpi 

4^vra décrire uniformémcut la tangente MH^ avec un« 

ds 
Tlteise *' =: — r- . 

r65. Quelles r^ue soient les forces qui agissent sur nn 
mobile , ou pwi,.t toujours \cs décomposer en trois antref 
piarallèles à trois axes rectangulaires ; il est clair que 
chaque ccmposr.rstc our« vLVk effet indépendant des deux 
autres (146, 4°0; ^* ^^'^ P^"* conséquent on peut apph- 
quer à chacune ce qui a été dit des niouvemens recti-- 
lignes. C'est par ce moyeu qu'on parvient à connoître 
les propriétés du mouvement d'un point, et la nature de 
la ligne qu'il ^.ju court , et qu'on noinme Trajectoire , 
lorsque les forces qui agissent sur lui sont données en 
grandeur et e;i direction. Le mouvement curviligne se 
réduit par là iial»rrclleinent à deux pu trois mouvemens 
rectilignes , selon que la courbe décrite est à simple ou à 
double courbure. £n effet , en rapportant pette courbe % 
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des coordonnées rectangulaires ^ il est clair que la déter- 
mination du point de la trajectoire où ce mobile se trou- 
vera à chaque instant^ dépendra de la valeur de ces 
coordonnées au même instant : de sorte que chacune de 
ces coordonnées sera une fonction du teniS; et pourra 
représenter l'espace rectiligne parcouru par un mobile qui 
seroit la projection du vrai mobile sur chacun des ases 
coordonnés» 

Ainsi j lorsque la trajectoire est plane y le mouvement 
pourra être représenté par les deux équations x z^ Ft , 
y ^=ft y qui seront celles des mouvcmens rectiligncs do 
deux mobiles suivant les axes des x et des ^. En élimi- 
nant / entre ces équations , on obtiendra , en x et en jr^ 
une relation qui sera Téquation de la ligne parcourue par 
le mobile, puisqu'elle exprimera une relation indépendante 
(du tems / , entre les variables x et j\ De même si la tra;» 
jectoire est à double courbure , le mouvement sera repré- 
lenté par trois équations x = Ftj jr^zfiy zz^^t) en 
éliminant ty on obtient deux équations en x , ^ et z , qui 
sont celles de la cpurbe à double courbure que décrit le 
Corps« 

Tout ceci s'éclaircira par la suite. Il ne s'agit que de 
Séduire les équations x-=.Fly jz=.jty z s:;^^^ de la nature 
des puissances , on plutôt trois équations entre les qualre 
Viables XyjTy -ç et /j c'est ce qui va être développé. 

i66. Soient, au bout du tems /, P'y P",. .. les forces 
continues qui agissent sur le mobile ; «% «" • . . ^ C^, C^ . . • ; 
y' y y* . . . , les angles formés par leurs directions avec les 
fixes respectifs des Xyj' et z. Décomposons chaque force 
en trois autres j)arallèlcs à ces axes , ce qui donne , d'a- 
près ce qu'on a vu (24) 7 trois forces Xy F et Z , qui 
agissent ensemble sur le corps, et lui impriment une 
impulsion élémentaire , chacune dans sa direction. On h 

24 
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XznP' cos •' -4- P" cos m" + etc. x 

r = />' cos C^ + P'' cos C" + etc. 1 . . . (a')- 

Z = P' cos y' + P'' cos yff + etc. j 

Il est inutile de dire que chacune de ces composantes 
doit être prise avec le signe qui lui appartient ^ et qui s# 
dëterniine d'après les considérations développées (26). 

Au bout du tcnis ty le mobile ^ placé sur sa trajectoire 
au point qui a Xjjr et z pour coordonnées y a donc dans 

le sens des x la vitesse — j- ; de sorte qu'en ce point on 

peut concevoir ce mobile comme en repos , et recevant 

dans le sens des x une impulsion qui lui imprime la vitesse 

dx ^ 

"-r-* Cette vitesse doit s'accroitre par l'effet des forces 

continues P'y P",. . . de rf ("T" ) ^ ^"^"^"^^ ^^ ^"^ ^ i 

ainsi elle devient -^ + d ( -7- )• Or la vitesse qui est 

dx 
imprimée au corps dans le sens des Xy est en effet '-z— + Xdt^ 

et comme les effets des forces de directions rectangulaires 
sont indépendans (i4^); les puissances K et ^ ne chan- 
gent rien à cette vitesse. On en conclut que la vitesse 

Xdi — ^ ( -^ ) est nulle. On prouveroit la même chose 

par rapport aux axes des j^ et des z , ainsi on a 
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OU bien y en prenant dt constant ^ 



d^x 



=^. -$- = ï^. -^=^----co. 



dp ^ dP ~ ' dp 

Telles sont les équations générales du mouvement libre 
dun point. Elles doivent être employées à la fois lorsque 
les forces P'^ P'^ . . . sont dans des plans diffërens ; mais 
deux d'entr*elles suffisent dans le cas contraire : elles rem*- 
placent d'ailleurs les équations x •=. Ft j j' z=:fi ^ z:=xh 
dont nous avons parlé dans le numéro précédent ^ qui 
appartiennent aux mouvemens des trois mobiles suivant 
les axes , de manière à être la projection du vrai mobile 
a chaque instant. 

167. Les équations (b') ou (c') servent à faire connoître 
toutes les circonstances du mouvement d'un point matériel 
libre , et soumis à l'action des forces continues, données 
à chaque instant, en grandeur et en direction , c'est-à- 
dire, scfvent à déterminer la vitesse du mobiJc , et son 
lieu à un instant déterminé , ainsi que sa trajectoire. En 
effet, supposons pour plus de simplicité que les forces 
soient dans le plan des ar^y X et Y étant constans ou 
yariables,' mais donnés, il ne s*agit que d'éliminer le 

d'x d*y 

tems entre les deux équations -— =?-»Y, -^ ;= K. Si 

on conçoit ce calcul effectué , ainsi que la double inté- 
gration , pu aura une équation entre x j', qui sera celle 
de la trajectoire. On pourra même obtenir de seniblables 

relations entre x et /, et j- et r» Les valeurs de -^ , -^ 

donneront les vitesses du mobile dans le sens des x et 
des j" : on en concluera sa vitesse réelle , qui est 
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Enfin les <^quations entre x et /, J' et /, donneront la 
position du mobile pour chaque valeur connue du tenis /. 
Nous aurons , par la suite , plusieurs occasions d'ap- 
pliquer les équations ( b', d ) j nous ferons seulement ob- 
server que la double intégration exige deux constantes : 
la preniicre sera ajoutée dans l'équation différentielle du 
premier ordre j elle sera déterminée par la valeur de la 
vitesse ({ui a voit lieu à un instant donné ^ tel qu'au com- 
mencement du tems / : la seconde dépendra de la dispo- 
sition du mobile , par rapport aux axes , à cet instant. Ces 
principes deviendront plus lucides à l'aide des diverses 
applications que nous en ferons : nous ne les énonçons 
ici que pour faire sentir toute l'importance des équa- 
tions ( h' j c' ) , et pour faire voir en même tems que , 
quoiqu'elles ne dépendent que des forces accélératrices ^ 
elles renferment néanmoins implicitement la vitesse et le 
lieu du mobile au commencement du mouvement. 

168. On peut employer le calcul précédent pour assigner 
la vitesse du mobile à un instant déterminé ; mais il n'est guère 
praticable que lorsque Xy VeiZ ne sont pas fonctions de Xf 
jr et z. Ainsi il est plus él<*gant d'emplojrer la fonnulc sui- 
vante. Multiplions la pre^iiière des équations (c') par dx , la 
seconde par djr^ la troisième par dz, et ajoutons : il vient 

dx . d'x + dr . dy + dz . d'z ^ . . .. , , ^ . , 

' — -^ — il— I- = Xdx + Ydj + Zdz. 

Or 

dx.d>X'irdj.d'y-\^z.d*z::^\d{dx^'\-dj^-^z')=id{ds^)x 

donc en intégrant on a 

~—y'^J + 2/{XdX'hrdr + Zdz) w- 
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Pour que cette équation puisse être appliquée à des cir^ 
constances de mouvement, il faut que Ad[r+ Yif/'-\'Zdji 
soit une difTérentielIe exacte. Si donc oii considère X^ 
YeiZ conmie des fonctions de x,^ et z, elles devront 
satisfaire aux conditions suivantes 

dX _^dr dX _ dZ dY _ dZ 

et on pourra regarder Xdx + Ydjr + Zdz , comme la 
différentielle d'une certaine fonction ;^ de x, j^ et z facile 
à trouver j c'est-à-dire, qu'on a Xdx ^Y(fy'^Zdzz=.d^) 
donc 

v^:=zA + 2;(; . •••• . {d*y 

La valeur de la constante A dépend de la vitesse initiale 
du mobile. 

Il est inutile d'insister pour faire voir que lorsque la 
trajectoire est plane et dans le plan des xjy cette der-^ 
nière équation a lieu j mais qu'alors dj^ = Xdx + Ydy 

dX dY 

et que de plus on a —7— = — -— i X t\ Y sont d'ail* 
djr dx 

leurs supposées des fonctions de x et j-, indépendantes du 

tems /. 

169. Si le mobile n'est soumis à l'action d'aucune force 

accf lératrice , c'est-à-dire , s'il ne se meut qu'en vertu d'une 

impulsion , on a A" = o , K= o , Z-=zo i donc v* z=.A) 

ainsi la vitesse est constante. Les équations (c') donnent 

- , = c % , = c' • — r- = C^ \ d ou on tu^ 
dt ^ dt ^ dt ' 

dx c dx c , , . - 

''dy ~ ~ ' ir ~ 7^ ' équations des projec- 

tions de la trajectoire sont donc c'x=-// f-r/, c'fx=B-\-cz', 
ce qui fait voir que le mobile a un mouvement rectiligne 
et unifonue, proposition d'ailleurs évidente* 
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170. Les équations (c^) conduisent à une conséquence 
remarquable. Pour la rendre plus facile à saisir, nous 
supposerons d'abord que la trajectoire est dans le plan x/i 
pn ne doit alor$ employer que les deux premières valeurs {c'). 
^Iultij)lions-les respectivement par j^ et par x, puis sous- 

tTfï/çns } il vient ^ '^Â»^' ^ =Xj'^rx } inté^ 
gwit, on 9, 

Pr Xjr — Kr exprime le moment, par rapport à l'origine ^ 
^es forces Xei Y (27, 45)- Ce moment ne sera nul que dans 
deux cas : i*. lorsqu'on aura Jï^= o et K= p, c'est-à-dire , 
lorsque le mobile ne sera mu que par une impulsion ^ 
2*. lorsque les forces -X" et K auront leur résultante dirigée 
yers l'origine : ce dernier cas est celui du système du 
monde; ainsi que nous le ferons voir bientôt (i85). Dans 
ces deux cas; on a donc 

C^Z^Ll^dr^ ou Ct+a=/(j^dx-xdj)...(f), 

?**• ^« Cela posé , on sait par les principes du calcul intégral que 
l'aire -^-DAfP d'une courbe esi=f(j'dx) : concevons qu'on 
a mené de l'origine A y à deux points de cette courbe, 
^es rqjrons vecteurs AC eX AM j on aura pour l'aire 
ACM cp!i\s comprennent 5 =ADMP — AMP—AnC, 
ou I z=:f(j^dx) r— i ^ — ADÇ. Ea différentiant , on 
obtient d\:=jdx—\d{xj') y ou dlz=i\{jrdx — xdj). 
Mettons cette valeur dans ^'équation (/') , elle devient 
C/ + C =2{ , ou plutôt \ . Ctzz^Xy car on peut toujours 
supposer C = o , puisqu'il ne faut pour cela que prendre 
convenablement l'origine du tems /. Donc les aires cottes 
prises entre Us rajons vecteurs, menés de t origine à 
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trois points dune trajectoire, sont proportionnelles aux 
tems emplojés à décrire les arcs interceptés , lorsque 
le corps ne se meut qu'en vertu dune impulsion , ou 
lorsque les forces accélératrices qui V animent sont di^ 
rigées vers V origine» On Voit aussi que les aires ne peit- 
vent être proportionnelles aux tems que dans ces- deux 
cas, puisqu'ib sont les seuls dans lesquels U quantité 
Xjr^^ Yx soit nulle. 

Le même théorème a lieu lorsque la trajectoire est <i^ 
crite dans l'espace j car si on nmltiplie la première des 
équations (c') par z , et la troisième par x , et qu^on les 
retranche ) puis qu'on opère de même sur la seconde et 
la troisième, on aura dans les deux cas ci-dessus 

xdz^^zdx jrdz'^ zdjr 

di ' dt 

On conclut de ces équations , quW nommant A, A' et x^ 
les projections de l'aire ( décrite par le rayon vecteur , 
on a €/a= Cdt, dx' = Adt^ dx" = Bdt t or Taire élé- 
mentaire di étant considérée conmie plane, est égale à 
la racine quarrée de la somme des quarrés de ses trois 
projections (Compl. de Géom. de Lacroix , 6i)« Donc 
on a di=dt\/ [A^ + ^* -+- O) ; ce qui conduit à la 
même conséquence que ci-dessus : c'est elle qui constitue 
ie principe des Aires. 

II. Mouvement des Projectiles. 

171. Pour appliquer les principal préccdens à des 
exemples simples , nous prendrons d'abord le mouvement 
des projectiles dans le vide. Soit un point matériel A lancé F^« 
dans le vide de la direction AD , avec la vitesse U^ pro* 
duite par une impulsion. Si la gravité n'agissoit pas sur 
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ce mobile y il parcourroit la droite AD uniformément } 
mais la pesanteur tend à Técarter de cette droite ; et lui 
^t décrire une- courbe AMC que nous nous proposong 
de déterminer. Prenons l'axe desj^ vertical j comme il n'y 
a ici d'autre force que celle de la gravité , nous aurons 
jr = o, Z=o, et K=-^^j ainsi les équations (c') 
^^Yieiinent 

^x rf*^ dy 



Çn intégrant pn pbtient 



: — g". . • (0- 



dt ^ dt ' dt ^ 



La première de ces équations étant divisée par la seconde;^ 
on trouve ,' en intégrant c^x = cz j équation linéaire qui 
fait voir que la projection de la trajectoire sur le plan 
des xz f qui est horisontal ^ est une droite. Donc cette 
courbe est dans un plan perpendiculaire à celui des xz y et 
par conséquent vertical ^ passant par l'axe des j'. Prenons le 
plan xjr pour celui qui la contient ^ et nous n'aurons plui 
ffgard qu'aux équations 

-^7^0, -^ = c'-gl. . .(2). 

En intégrant de nouveau on obtient (*) 

xz=icly j-=ç't — \ge . . .(5). 



(♦) Lc« raisonnemens qu'on afattsno i65 peuvent être employés 
ici avec avantage pour donner les équations (3) : car les compo- 
aantes de la vitesse U , dans le sens des axes étant U cos fl, et 
l/sin â ; le mobile déVra parcourir dans ces directions les espaces 
V,cos4Jt €t l/.sin 0.f, en vertu de l'impulsion qu'il a reçue. Là 
gravité ne change rien à la première de ces deux quantités , ej 
on a X = l/.cos ê»t ; mais la dernière doit être diminuée de l'M*- 
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doit 



ajoute point ici de constantes ^ parce qii o 
\er à-la-foîs t ^ o ^ œ :^ o y cl j^ •:=:i o. Ces ^qualiou* sont 
celles des monveniens de deux points materieU sur If s axe^ 
des JT et àesjf j royex ce qui a été dit n** î65. Potirawîr 
relation de la trajectoire y û faut éliminer k tems i entr« 

les deux valeurs (5) : on trouve , r := — x -^ - — » 

Quant au% constantes c et c' ^ il est facile d*en trouver 

les valeurs : soit I Tangle formé par la direction AD deVîE-gp« 

i'inipulsian avec Fhorison» Les couiposantes de cette vî^ 

tesse^ 4ktit b$ sens i^spectifs des x et des J7 seront t^cor*! 

dx dy ' * 

et £/ sin é 1 d* [pilleurs — r- * -^ sont au bout du tetns / . 

L ,| n^ , éi ^ dt "^ ' 

^es' vUessei^chi mobile dans les sens At ces a^es : si donc 
«on fait I i= o, dans les valeurs de (2) ^ elles devront don- 

.c ^= t/, cps 1^ c' rt t^i si» 1 1 Çt — ^ tang #. En substi- 
tuant on obtient pour l'cquatîon de la trajectoire 



jv=x.iangr 



2Î7*.COS*l 



i^> 



On beiit ftussi ot tenir cet^e éfjuatîon sous une forme 
*iinipîé, en nïettant pour U^ sa valeur a^/i ^ /f étant la 
hauteur duo à U vitesse £/, (i56) s car on a 1 



^. »' 



^étti'iii r ' jr ^ j^ tang «^ 



jr* 



4yucos^< 



m^ 



Cette équation est celle d*unc parabole , qu'il sera facile 
de construire : on trouvera qu'elle a son axe MB vertical , 
elque les èdordon nées de son sommet sont * • • r ^**. 
AB — sA.sin l.cosfl = A-sin (3*) , et BM=zh sin'# ^ 
ton paramètre est 4^^ * ^^^^ '* 

25 
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170* Les calculs précëdens condiiisent k plasiears emii^ 
séquences remarquables* 

I*. La trajectoire que décri^eni les projectiles dans h 
^ide est une parabole. 

a^ Le mastinium d'éléyâtioii du projectile est le poîst 
quia pour coordonna AE^s, h . sin (2I) y BM=z k .sin* I : 
on peut encore parvenir à ce ràultat^ en galant à zéro U 

Taleor de ^^ ^ ainsi que Teiige la théorie des maxùna* 

5:Uan^pliiudedujetesXACz=iJi.m(!iê)=z2X JlB^ 
car en fàisantj^ = o dans Téquation (kf) ^ on trouvé pour jr 
cette valeur» 

4*. Si on f eut que cette amplitude soit la pfus grande 
possible, pour une vitesse U donnée , il faut prendre pour # 
la valeur qui rend ^A.sin (2!)^ ou plutôt sin (2I] , us 
maximum 5 ce qui a visiblement lieu lorsque 2I = ^ir ; 
*donc I •=: f ir = 5o* est Tarer qui mesute l'indinaison coi^ 
re^pondante à la plus grande portée. On seroit aussi paiw 
'Venu à ce résultat 'en différentîant 2/i«sin C^IJ )^ rapport 
à #, et égalant ensuite à lÀto^ 

5*. En général y lorsque h vitesse de projection est 
donnée , on peut se proposer de déterminer l'incHnaison 
^'elle doit avoir pour qu'il en résulte une portée comme, 
et s= P s alprs il faut tirer la valeur de I de l'équatioil 

P sa: 2^.sin (2I) ^ ce qui donne I = J.afc (sxa = -^V 

On voit /d'abord que pour que le problème ne soit pas Jb^ 
snrde^ il faut qu'on ait P << 2A : on observe en outre qu'il 

flg. ^^j a* deux solutions» En effet y soit BA s= — - ^ et le rajda 

C/=: I > la droite CD qui divise en deux parties ^alee 

Vuirc BI qui apour sinus ---7-^ satisfiût à la question* M^ 
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Bons BK parallèle à C/, l'arc IBK a aussi pour sinus ^il| 
et la droite ^J9' qui divise cet Êrc en deux parties égales^ 
correspondroit à la même portée* On peut même ajouter 
que les droites CD et CD* ^ forment, de part et d'autre | 
des angles ^ux avec la ligne -CO qui divise l'itegle droit 
LCI en deux parties égales } car IBszê, ILK^r^w — 1 1 les 
moitiés de ces arcs sont i I et ^ (iv— ^^^^ ^^ somme est ^ ir : 
ainsi ID+ ID'=IL, d'oii JDzzzLD , tX par conséquent 
OD=zOD'. 

&"• Si la vHesse U est imprimée verticalement de bas en 
haut y on a I = ^ ir) alors l'équation (h') ne peut étreem- 
plojréej mais les eiq;)re$&ions (5) deviennent jr = o , et 
jr si: Ut -^ i^ j la première indique que le corps n'a 
point de mouvement dans le sens des x ^ la seconde est 
la même que nous avons employée (167 , V)» 

175. Cherchons maintenant la trajectoire des projectiles 
dans les m^eux résistans'; teUe est celle que décrit un corps 
lancé par une bouche à feu dans ratmos|>hère. Nous avons 
▼u (162) que la ré$i$t;tnce des fluides est assimilée à une 
force retardatrice j cpii est proportionnelle au quarré de la 
vitesse y et dont la direction est sans cesse opposée à celle 
du mouvement j ainsi il suffit d'introduire la considération 
de cette puissance | dans la question que nous venons de 
résoudre } et nous aurons à analyser les circonstances du 
mouvement d'an corps en vertu d'une force de projec- 
tion, et de deux forces coi>âiAHies , la gravité g, et la r^ 
sistance R du fluide s l'une qui agit verticalement de haut 
en bas , et l'autre qui est clbigée suivant la tangente en 
chaque point de la traject)£^re« ^ 

On a coutume de substituer à cette courbe la parabole p 
parce qu'elle est la trajectoire dans le vide , .et qu'on re- 
garde l'air comme un fluide assez, subtil , pour que la ré- 
sistance qu'il oppose puisse être négUgée : elle est en efff t 
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pen feiifîi>le | lonque la ritesse du mobile est très-petît«« 
Mais dans le cas contraire ; qui se rencontre beaucoup 
plut fréquemment , Terreur est si considérable , qu'elle 
peut aller même ^ jusqu'à donuer une portée dix fois trop 
grande* Le problème de la Ballistique est donc aussi inté* 
restant comme objet d'application qu'il l'est sous le point 
de vue analytique. Newton , Euleil ^ et dernière- 
ment Legendre ont donné des solutions élégantes de cette 
question ) et si elles sont compliquées ; il est facile de toir 
^e cette difficulté est inévitable et tient à la nature même 
du problème. 

Prenons l'axe àtsj- vertical : désignons par j: ; j>^ et z les 
coordonnées du lieu du mobile au bout du tenis / ; et par 5 

Tare décrit. On sait que -r- s -r- i et — r- sont les cosi- 
^ ds ds ds 

nus des angles formés par la tangente avec les axes res- 
pectifs des X f àtsj- et des z i ainsi les composantes de la 
force R dans le sens de chacun de ces axes ; sont 

/l.-^> '^'"T" ** '^•"T"^ ^^* équations (a') deviennent 
donc ici, A=:-iî.-±, K=:- (r.±; + g^ 

25 =s — ^«-T— • on affecte ces forces de signes négatifs j 

parce qu'elles tendent à diminuer les coordonnées x yjr 
et *• Les équations {b') donnent donc 

<l^)=-(''4+*> 

Si on prend dî constant ^ en divisant la première éqiUH 
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• . .« à*x dx j , 

bon par la troisième on a «-r— = -*p t d'où. . • . . • 

— - sr *-j— ^ et intégrant par logarithmes on conclut 

dx = fdz : donc l'cipiation de la projection de la trajec» 
toire sur le plan des xz j qui est horisontal y est celle d'untt 
droite : cela prouve que cette courbe est dans un plan 
vertical qui passe par l'origine y ce qu'on eftt pu aisément 
prévoir. 

En regardant cette courbe comme située dans le plan 
xjr j la troisième équation ci-dessus devient inutile : quant 
aux deux premières y comme aucune différentielle n'y est 
constante ^ en prenant dx constant on a 
d^ 

df ds ^ 

Si on substitue dans celle-ci pour R sa valeur '^'^ — y 

tirée de la première , elle devient 

dy + gdC" ts. o (2)^ 

tl s'agit maintenant d'éliminer le tems / entre les deux 
équations (i) et (2) : mais comme il faut pour cela traiter 
dt et d^t comme deux inconnues y il faut se jprocurcr une 
troisième équation. On l'obtient en différentiant la précé* 
dente , et on a d^j + 2gdê.d'i= o ) et mettant pour d*t 

sa valeur (1) , on a d^j- 4* ^g'.-r-.H = o. Or comme la 

résistance R est proportionnelle au quarré de la vitesse v ; 
on doit avoir 
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^A tout na coefficient constant; dont la raleor dépend 
de la nature du fluide résistant , et que Texpérience fait 
coBuoitre. Cette valeur introduite dans Téquation précé- 
dente donne ^jr^ jig.de. dszso ^ ottplat6t| en snbe* 
tîloant pour de sa valeur (2) • 

I4 premier membre ajant ponr intégrale log {à^)} on a done 
log {Cd^jr) = ASj ou plutôt à cause de l'homogénéité et 

de dx constant; log T^'-t^) ss As. Ainsi , en désî* 

gnant par e le nombre dont le logarithme népérien est 
Tunité; on a pour l'équation difTérentielle de la trajectoire 

'■" = c.% W. 

Pour déterminer la constante C, il faut remonter aux 

eirconstances initiales du mouvement : mettons •— ^;de 

/dx\^ As ^ dx ^ 

pour d^j nous aurons f ^7 ) -^ = — C^f : or -^ est 

la vitesse du mobile dans le sens des x, au tems t: soit U 

la vitesse imprimée , é l'angle que 39, direction fait avec 

l*horison ; aous avons donc en mém^s tems t::::z o , xsizo ^ 

dx .•> 

jr,=:o, 5 = 0, et— ;=C/cosl)donc l/».cos*l= — Cg. 

On peut aussi ^pttre pour LT* , sa valeur 2gh , k étant la 
hauteur due à f elle vitesse (i 56) ; et on a C= — 2A.C0S" 0* 
L'équation (5) devient donc 

— e ss:2A.cos»é.-r^ = 2A.cos*é.^ (4) 

dx* dx 

tn supposant^ =p^x: ce quidonned[ys:d!ar\/(i 4-p*) j 
tn multipliant ces deux équations , on trouve 



— *e &s=2A,co8*l.4'»\/(i-4-p*) (5). 

Lepremier membre a visiblement pour intégrale— —«e $ 
quant au second membre , en faisant y^(i +7^*) = ^'^Pi 
ona€^.\/(i -^ p*) =z= ft^ -— ;i74p } et comme ps= ■ - ^ 

•n a 4^ == .di. Ainsi il s'agit d'intégrer • . • , • ^ 
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ai 



■■ '^ ,1 di — p^ I ce qui n^a nulle diMculté ) on a dolie 

fdp.y/{i +;?•) = il- + ibg I- i/>* J 
et remettant pour / sa valeur p -^ ^/(i +/'*}; on a 

/4i V(i+P')=i {;^-v/(ï-H^')+iog(HV(i-H»*))+c}^ 

Ainsi Tint^rale de notre équa1É>n est 

— e^^=urfAcosv{pV(ï-l^)+logCp+\/(i+r)H-C}... (6)i 

Observons maintenant que;^ est la tangente de l'angle m que 
forme avec l'horison la direction du mouvement : ainsi 

on a /y = tang « , \/(i + p^) = sec « =s ; enfin 

COS 4» 

P + %/(i + P')a^g* + s«c« = îî^;î^ Ainsi 



^ co» # 



on a 



(*) On met cette valeur sous une forme plus simple, en 
ol>8ervant que (Trig. de Lacroix, a6, 5®.) ont 

■ '^ ■ = ~ — \ \ »i on fait a = ioo« , on a donc 

•inyfi — siu« tanj;;(^ — «> 

LLtjL = t^"?^ (500^1*) = tang (500 + 1*) x cot (5o»- ». 
I — sin « tang (5oo — 7 *) 

Or cot (5o« — . 1 #1) = tang (5o* + j «) ; donc on a • . • • • • 



(cas** ^\ costt J S 
X)n ^détermine la constante C en observant qu'a l'origine | 
,ona ^ =: o et * r= I < ce qui ipmte C = ••— >^ ^ »^- y, 

jt'i* COS* jf 

^en supposailt pour abréger 

- sini , , /siné4-ï\ 

.jtlinsi x>n a poor la trajectoire Tëquation 

174. Avant d^aller plus loin , il est bon d'observer que si 
la ré^tance du milieu ëtoit nulle ; il faudroit faire ji = p 
dans les calculs précéden%' £q remonts^nt jusqu'à l'équ^lir 
tion (5) , on obtient 

da:* aA.ços*!' dx : iA.cos'l 

0ri:==o, donne j- = tang #) donc D ?= tang f : ainsi eo 

intégrant de. nouveau , on retrouve l'ëquation {h') : et on 
/déduit tous les théorèmes démontrés dana le n'^ qui pré* 
cède. Puisque la trajectoire dans le vide est conni^ , et 
facile à construire y et que la difficulté des calculs ne nouf 
permet pas d'obtenir l'équation de. la tra^ectoine jeuâr^j-.^ 



Ung (5o* -t- ^«) =: \ Mais si on remplace cos le par 

V^(i — sin a) '^ 

\^(i--siD« *) dans LLîiîLf , on a ^^''^'[''^'i ; donc on aenfia 
cos«t ' v^(i— sink) 

r— * — ^ , ou f? + v^(i + p') = tang (5oo + z«). 
jcos # • • ^ 
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lorsqu'il jr a un milieu résistant } rapportons ceUe-ci à la 
première en les comparant ensemble. Pour cela faisons 

ji = dans Tëquation (5) ; elle se réduit à 

—A' ss 2A.cos*é.ÉJp.v/(i +/7*)^ en intégrant on obtient 
par le même calcul que précédemment 

— ^=Acos«l J hlogi -^— )4- £f . 

^cos»*^^\ cos« /^ 3 

On doit bien distinguer entr'eux les arcs ^ et ^ ; ^ est un 
arc de la trajectoire cherché|^ est un arc de parabole : 
s et s' commencent d'ailletnIWbrigine des coordonnées | 
€t sont terminés aux points de leurs courbes respectives , 
où les tangentes font avec l'axe des x le même angle « ^ 
ces arcs ne sont d'ailleurs point décrits dans le mémie tems» 
Comme s' z=z o y donne « = I ^ on trouve E = — yj 
ainsi on a 

r ces»* ^\ cos* /^ 

Mettant dans l'équation (i') pour s' la valeur que nous 
venons d'obtenir , on parvient à cette relation remarquable 
entre les arcs s et s* 

e = I + As' , ou ^^ = log (i -f- As*) .... (*'). 

lyS. ÇfiLtte relation est très-propre à faire connoitre cer« 
taines particularités de la forme de la trajectoire cherchée : 
elle fait voir que s' croît en même tems que s , mais d'une 
manière bien plus rapide. Or on sait que plus le point qui tU;- 99* 
termine l'arc de parabole est éloigné de son sommet y et 
plus la tangente à l'extrémité de cet arc approche d'être 
parallèle à son axe : il en résulte que la tangente menée à 
l'extrémité de l'arc s devient d'autant plus voisine de la 
verticale que s est plus grand j alors p est très-près de l'in- 
fini : ainsi dans l'équation (5) on peut négliger i devant 
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p' , pour les points de la branche descendante Es , qui son! 

éloignés du sommet E. On a donc — e dsz=z2h,cosH.pdpf 

As 
dont Tintégrale est — e = Ah cos* é (/?* + O • ^'^^ * 

cause de réquation (4) ^ on a 

Sans nous arrêter à la valeur de la constante C , qui peut 
être positive ou négative y. il* est facile de reconnoître que 
dans ces deux cas j rinfc ^ y e le de la valeur précédente 
donne x fini quand p est infini : ainsi la branche descery» 
dan4e £F a une asj-fnptote verticale^ 

Si on fait s et 5^ négatifs dans la formule Çk') y elle de^ 
vient — - As = log (i — As') : les arcs- ^ et ^ sont pris 
de A vers N et N' sur les courbes EAN , DAN' conti-.- 
nuées en- deçà du point A* L'équation précédente donne s 

infini lorsque s' =:z — ^ ce qui fait voir que si on prend 

aur la parabole DAN' , un arc AN' numériquement égal à 

— , la tangente A^' f au point N' y tst parallèle à cellb 

qu'on mèneroit à Tinfini sur la branche AN y ainsi la Xsa?^ 
jectoire a une autre asymptote N f^ parallèle k N' V : ce 
qui fait voir que cette courbe, est formée de deux bran- 
ches dissemblables.. 

176* Quoique L'équation (A^) ne soit pas en x et j'y cEe^ 
n'est pas moins propre à décrire et calculer les parties de 
la trajectoire : car si on regarde les petits arcs AJb ybCyCayj,** 
comme des lignes droites y leurs inclinaisons mutuelles se-^ 
ront très-pelites. On peut y par exemple y. concevoir les loI^• 
gueurs de ces arcs telles que les angles qu'ils forment d^ 
croissent de degré en degré» Pour chacun de ces arcs la 
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valeur de « sera dëtermince d'avance , et la formule (/') 
servira à dëtemiîner la longueur correspondante de cet 
arc. Dans le triangle cof, on connoîtra donc l'angle c ^ 
£X rhjpothénuse co \ ainsi on pourra en calculer la base 
cf et la hauteur^. £n opérant de méine sur chaque petit 
arc y et réunissant ensuite les bases cntr'clles , ajoutant pa« 
reillement les hauteurs 3 on aura l'abscisse, l'ordonnée et 
la longueur de l'arc qui répondent à une valeur donnée 
de ic : il faudra opérer séparément sur les deux branches ^ 
et prendre toutes les valeurs intermédiaires de degré en 
degré , depuis «= é jusqu'à * = o pour la branche ascen- 
dante \ et depuis « = o jusqu'à « égal à la valeur négative 
qui répond à un point déterminé de la branche descen» 
dante. En faisant « = o , on auroit la longueur entière 
de la branche ascendante. 

Ainsi on pourra construire des tables pour toutes les 
portées et les inclinaisons* Le calcul de chaque trajectoire 
n'est d'ailleurs pas aussi long qu'il le paroît d'abord j car , 
i^.y*est constant dans toute l'étendue de la même courbe^ 
a», la quantité p.\/{i -fp*) + log {p •\- \/ {1 +P*)h 
calculée de degré en degré, servira pour toutes les tra- 
jectoires } 5°. lorsqu'on rend « négatif pour calculer la 
branche descendante, cette dernière valeur change de 
signe , mais elle conserve la même grandeur : cela est évi- 
dent pour le premier terme , qui change de signe avec p : 
quant au second, il devient log( — /? + V^( 1 +/^'))î 
or en multipliant et divisant la quantité — /> + V^ (i + /^*) 

par p + V^ ( I -4-;^') , on obtient log Q——J—^—^, 

qui^quivaut à — log (;?-+• \/(i + p*))} 4"- le calcul de 
la quantité/3.\/(i +P') + log (P + V^ ( » +P*)) ««* 
d'ailleurs facile à effectuer , puisqu'elle est • 1 * 
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^= — - — h log.tang ( 5o* + ^ *) j 5®. enfin vers le «om* 

9iet de la courbe les arcs devant être fort petits , afin de 
pouvoir supposer chacun d'eux plus grand , on ponmi 
employer y au lieu des cordes ; les arcs de cercles osculap» 
leurs. Ce n'est pas ici le lieu de nous étendre sur cette 
matière y qu'on trouvera suffisamment détaillée dans le 
XI* cahier du Journal de l'Fxole Polytechnique j par le 
cit. Moreau* 

177. L'équation {i') ne donne point la relation entre 
X tXjTy et il est pourtant utile d'obtenir cette relation, 
au moins par approximation. Pour cela ^ reprenons l'éqna* 
tion (6); dans laquelle , en faisant 5 = et /^stangl, 

on a trouvé la constante C= -^ TIEniobt» 

Ah cos^é "^ 

As 
tituant pour e sa valeur tirée de l'équation (4)^ OO 

obtient 

Pour exécuter une nouvelle intégration, on supposera 
que /? = tang 4 + A'x + B'x^ + etc. , A' y B'j... étant 
des coefficiens indéterminés : on en tirera aisément la 

valeur de -J-- ; de sorte qu'en substituant dans l'équHtîott 

précédente, on aura une équation identique, d'où on dé- 
duira les valeurs de A' y B'y ( Voyez, le Cours de 

Calcul intégral de Garnier, n**. 25.), et on a 

X Ax^ df 

rsstangé ' — —r — — etc.= -4—1 

tt en intégrant de nouveau on obtient enfin 



Cratitation. 9Ù& 

2.5.4 \a^«co8^^ /^h**co^ê/ 

Cette formule est assez conrergente lorsque é est fort 
petit, et que la vitesse initiale n'est pas très-considérable ^ 
comme lorsqu'elle n^excède pas 70 mètres par seconde t 
ain^ on peut l'employer avec avantage lorsqu'il s'agit du 
tir à ricochet. Consultez à cet égard un fort beaai Mé-« 
moire de Borda , Acad. des Sciences, ^T^^ 

Lorsque la résistance est nulle, on a ^ = 0, et Olf 
retrouve la formule {h'y 

m. De Ujk Gravitation laiiverseUcd 

I ' 1 . 

178. Les élémens de Tastronomie moderne .ont poof 
fondement le système de Copernic» On sait que U terre 
n'est point une surface plane sur laquelle la voûte du del 
repose f la terre , . sei|i|>lable ^nx autres planètes , est à-peu- 
pjrès sphérique , et est animée d'i^i. double x^ouvemeiit i 
l'uii par le^eLjelW fait chi^jue, jour, un tour entier sur son 
aziç , et l'autre qjoi l'emporte dans l'espace et lui £ut décrirt 
chaque année autoiir du soie! une orbite nommée Eclip4 
iUfue» Ce n'est point ici le lieu d'expliquer ces phénomèi 
j^ .: ,on peut .consulter Vffxposition du système ^u monde 
par. I^i^ppLAc^ , et Y^stronomie ,de Balllt* Ce^ d^x ou* 
yi^fgs% tsont, .dçs modules d'élôquenç^ et ^le profondeur 
qu'on ne peut négliger .de lire,; ni se .lasser de médjter. . 

179. Les lois dn mouvement de notre globe sont les 
plus intéressantes à observer, ptiisque sans leur connoiS" 
sance préalable il est impossible de rien connoitre de cer« 
tain sùr"sa position absolue dans l'espace et celle des autres 
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astres* Aussi le mouvement apparent du soleil i\it*il celui 
qui attira d'abord l'attention des observateurs : voici com- 
ment on put trouver la. nature de la courbe qu'il sembloit 
décrire chaque année* . . 

Les intervalles qui séparent les équinoxes des solstices ne 
sont pas égaux : il s'écoule environ 7 jours de plus de 
l'équinoxe du printems à celui d'automne que de ce dernier 
équinoxe à celui du printems : le mouvement propre du 
ipleil n'est donc pas uniforme. Des observations précises 
et multipliées ont fait connoîtrç qu'il est plus rapide dans 
un point de Torbité solaire , situé vers le solstice d'hiver, 
et qu^il est plus lent dans le point opposé de Torbite . vers 
le solstice d'été. Le soleil paroît décrire par jour i°,i327 
dans le premier point ^ et seulement 1^0591 dans le second j 
ainsi pendant le cours de l'année , son mouvement journa- 
lier varie en plus et en moins ; de 556 dix millièmes de sa 
valeur moyenne. 

Pour avoir la loi de cette variation , et généralement . 
celle de toutes les inégalités périodiques y on peut considérer 
que les sinus et cosinus des angles redevenant les mêmes à . 
chaque circonférence dont ces atigles augmentent j ils sont 
propres à représenter ces inégalités. En exprimant donc 
de cette manière toutes les inégalités des mouvemens cé- 
lestes , il n'y a de difficulté qu'à démêler ces inégalités 
entr'elles , et à déterminer les an^es dont elles dépendent* 
On trouve ainsi que la variation de la vitesse angulaire da 
soleil est à fort peu près proportionnelle au cosinus de U 
moyenne distance angulaire de cet astre , au point dé l'or^ 
bité où cette vitesse est la plus grande. 

Il est naturel de penser que la distai^œ du ^oleil à la 
terre est variable comme sa vitesse angulaire j c'est ce que 
prouvent les mesures de son diamètre apparent. li .aiig<^ 
mente et <iUqmiu£ en i^imfi tepis et suivant la luéi^ç loi 
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^é c^ie vitesse | mais dans uît rapport deuï fois moindre. 
Lorsijuc la vitesse cit k plus f^ratidc , ce dmraètre est de 
6o55^,7 j on ne l'observe que de BS'!>6i^y'% lorsque cette 
Titesse e&t U plus petite ^ ainsi sa ^^ndeur moyenne est de 
SgSS'^* It dait étto diïmnué de quelques secondes pour le 
dépouiller de l'efiet de l'irr^ïdiatign tjui dilate un peu les 
diamclrcs apparens des objets* 

i8o* La dislance du soleil à la teîre étant rëciproqUte 
à son dianietne apparent ^ son nccroissement suit la même 
loi cpie la Jinimuiton de ce diamètre. Mais si la vitesse 
réelle du sdidl dàm stm orbite étoitoonstafite^ sa vîtesst 
apparente dimirtucroit dans le niéme rapport que son dia- 
tiiètre apparent I et €?onime elle dinuiiue dans un rapport 
deux fois plus grand ^ il y a donc un ralentissement rétl 
dans le mouvement du soleil lorsqu'il s'éloigne de la terré- 
toutes les mesures du diami/tre apparent du soleil ^ conr- 
parées aiiiÊ observations de son mouvement jonmalîer% 
'font voir" que li* vaieur angulaire de Tare qu'il décrit 
chaque jour diminue. Couime le quarré de la distance 
dugnieiîte j en stïrte que le produit de ce quarré , par Tare 
que décrit le point situé à ISmité de distance de la lerrey 
est a fort peu prt^s constant. 

Imaginons liïr mron t^ec^wr mené par les centres au 
SToleil et de la terre ^ ce rayon décrit chaque jour une aJrë 
égale; car cette" aire peut être regardée conmiè égale à un 
secteur de (îerciè* qui af ponr base Phre décrit et pour rajoU 
la distance entre ces deux centres. Or cette aire est la moi^ 
tié du produit du rayon par Tare ^ et cet arc est hii-méutt 
égal au produit du rajon par l'are décrit par le point qui 
est à limite de dislance : ainsi Taire tracée dans un jour pÉr 
ce rajon autour de la terre , est \h moitié dii produit du 
quarrê de ce rajon par Tare qui mesure Tesi^ace décrit dans 
ce joor par le centre du soleil t ainsi cette aire est conr-^ 
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tante ^ et l'aire entière tracée par le rayon recteur à partir 
d'un rajon fixe croît comme le nombre des jours écoulés 
depuis l'époque oii le soleil étoit sur ce rayon. De là ré- 
sulte cette loi remarquable du mouvement du soleil ^ savoir i 
que les aires décrites par son rajron veûieur , sorti pro^ 
poriionnelles aux tems. 

Si d'après les données précédentes y on marque y de jour 
en jour y la position et la longueur du rayon vecteur de 
Torbe solaire y et que l'on fasse passer une courbe par les 
extrémités de tous ces rayons , on voit que cette courbe 
n'est- pas exactement circulaire y mais qu'elle est un peu 
allongée dans le sens de la droite qui y passant par le ceuH 
tre de la terre y joint les points de la plus grande et de la 
plus petite distance du soleil. La ressemblance 4^ cette 
courbe avec l'ellipse ; ayant donné lieu de les comparer , 
on a reconnu leur identité y d'où on a conclu que l'orbe ^- 
hùre est Une ellipse dont le centre de la iàrre occupe un 
des Jbjr^rs. Cette ellipse est d'ailleurs peu différente <3l'im 
cercle y car son excentricité est év)demmeiit l'excès de la 
jplus grande sur la moyenne distance du soleil à la terre , 
excès qui est les 178 millièmes de cette distance. 

Dans tout ce qui vient d'être dit y nous avons regardé 
le soleil comme mobile et la terre comme fii^e : mais le 
/:ontraire ayant lieu y il faut visiblement placer le soleil an 
foyer de l'ellipse et la terre a sa circonférence , le mouve- 
ment apparent sera le même } et pour avoir la position de 
.la terre vue cju centre du soleil , il sufHra d'augmenter de 
deux angles droits la position de cet astre. Pareillement 
aussi les aires proportionnelles aux tems seront décrites par 
le mouvement de la terre et non par celui du soleil. 

j8i. La figure de l'orbe terrestre y étant ainsi connue } 
voyons comment on est parvenu à déterminer celle des 
orbes des autres planètesr Prenons pour exemple la planète 



!fll<fhSMMlWil*^î»»^-^^ff»^ifl^^î^ i»«^ par 

•IflfKSrôi^^ftl^ .^f'Ç^ji cstlr^s^W^ *î«»<W Aire décou- 

.c;|iif ii)f»|^ei|»ff]^ 4^ ,$i(^^A«itanrYd« ^leil et son orbe 
^ien|ieiiUf$fii|»Ç^} fil'pg,aYQ|t pppnjUii. qistJmt quelconque, 
J(W"^>%i«I^I^^'#û« 4îajronçt:f^ucI*X^ ^« ^i^'oite inva- 
tmbh'fSmfmit:^i[t^ Ui f^^ longueur de 

if^H»jQï>>?iQ»W5siwpli^WC«^ proW4i»e/> on 'Choisit les po« 
'Jli^^fHl.^^l^^^^^M v^^^^^ r#iie>dei€es quantités se 
^f(K»lM jrfprtréwmty etr€j9fA.!dt îqui.* lieu: à fort peu près , 
l49ÊMx l9H'Wpp0$itimsi (th^ù^irén voit cotte planète r<^pon« 
jîb^p f^u if^èaip fppint :d6'j'i<^tîquei> auquel on la rapport 
;M!^\ dv iCe9irtts.'dn>^dttLi La dâffinrence des /mouvemens 
i/^>^r^.i^t)d^4àIlèiiTii&îlk;oeinrefipomlrala pkmè^ à di- 
vers points du ciel y dans ses opjkMtioni» successives ^ en 
comparant donc entr'elles un ^ri^nd nombre d'oppositions 
■</Bsérv^«l i)ii piutVâ Je^^^ existe entre \e 

iêms ^ et le raoùVènient apgut^re ae'Mars autour du sçh 

/ana- 
îsin^ 




• éti^ èxpniné par liné sëne fbrt- éonvèrgentç rde simiS d'an- 
•gles nu^ti^lU îiiabn -moyen' niouveni^kit \ série dont il est 
efaèîle4e'jdétfarqiiBeRiel>coefBoi^nsyiau»niQ;yien de quelqUis 
jobsènialienA'obbisîiiitw { )lMf:;i .. '^! > 1-;' v-. > ... 

(*) Un itomiiie ainsi I Vtal dxinc planeic qui est pprée, par 
"Ybjpfort *6 iV \crreV Stî'h^xi VSjlj^ftsti'aù soWf, *d^4ftaniê'rc que ces 
-ttl^lê rflil-efeébftlil ^liTigàé^'aVbîW, *f ^ùlp Ua» f érré soit entre les 
^4eDXji4f)re8.qd^as iisS oàb}iHicti*asv au contraire, le soltil et 
abiFkW*4D^9tfl!fW «K*W15i9t4. p^,r^pj?pft A la t^rre, 
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On aUi*à ensuite là^lôi 'éb^}f*cla rèitéurde-MM 
-comparant lés 'èbsdrviitian^ de ceitef -platiiètî^ vM'téàlq/tià- 
dratures ^ ou lorsque étant ^péù-j^ès' 4*' tétlt êSÈ^ês, âa 
soleil^ ce rajtttï àé> présente 'soîiis ie ]^e»'^grtl^d anfgle. 
Bsjai le triangle fbrmé pët* les ^^itéS tqiii'fj^iigiient Ms 
centres de la térfe>/^U' ^lèit^'et'die Me^ylViiliserVfttion 
donne direcitetnent J^gfe4^1a'4)&ri'è) \à Midii^imou^èmeilt 
héliocentrique de Minrii'doli|ie»1'âftifgU^«r'sdë9,*H'rbfa'cti 
conclut le rayon veotevu^ Ai M^s^, è)ft< ^^«rtkJ^Àfc cétiil dé 
la terre y qui loi-déinei ()9t ^ÀtiêJeh» parties dèllâ dlstànde 
moyenne de la'terréi au sM>iéD^'ijs(i^ni{)ài^dsbn\d'm{ grand 
nombre de rayon&recteurs'aiirsi'dëterniittésy feraconnc^ 
tre la loi de leurs yanai£oB» cchvespotldanies aux àn^^és 
qu'ils forment avec une 'droite' ïnrariàUe y> et l'on pourhi 
tracer là figure de roirbite« - >^' f » • 

Ce fut par une méthode, a^peu-p^ès sjemblable^ qi:^e 
Kepler reconnut l'alongement et Vexçentiipté de, Porbe de 
Mars ; il eut Pheiu*e^se idée de comparer sa figure avec 
celle dé l'ellipse , en plaçant le soleil k l'un des foyers j et 
les nombreuses observations de Ticho . exactement repré- 
fentées dans l'hypothèse d'ui^ orbe elliptique ^ ne lui lais* 
aèrent aucun doute sur la vérité de cette hypothèse. - 

Vif. |(. On nomme périhéiie ^ l'extrémité F du grand n^ la plus 
voisine du soleil ^ ^ et aphélit, l'extrémilé H. là Jplus éloi- 
gnée» C'est au périhélie^ quel» vitesse angulaire :dë MaÉt 
autoiu* du soleil est la plus grande } dlè diminue ensuite «& 
mesure que le rayon vecteur augmente.) et elle est la plus 
petite à . l'aphélie. En comparant cette vitesse ^ a^ puis« 
sauces du rayon vecteur ^ Kepler trouva qu'elle est prc^ 
portionnelle à son quarré , ensorte quje le produit du moifr* 
vement journalier héliocentrique de Mars y par le quamë 
de son rayon vecteur | est toujours le tnikné.'Gépirddàit 
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.mlki%ApfM»^M.f^ leOenr qivi ce nyron trace , çluir- 

^qjie Iffvf l 'liHtçmr du «oleil i faire ; <{Uf'4 décrit e^ partaal 
4*0110 Ij^Î^, j^yarî^^e paswit par le çentrp du «oleil , 

/qraU jd^ifC çQoune le nombre des jours écoulés depuis 
l'^poqiMBt .^.U pianijUt étoit sur cette ligne } ce que l^epler 
iapn^f.tn ^tal^iissant que les aires décrites par le rajron 

*Tecteur (le Mars ^ sont pi^oportionnelles aux tems. 

Ces lois du mourement de Mars sont les mêmes que 
cdles. ^ m(>uvement apparent du soleil , que nous avons 
%èrki6jfées ; ainsi elles ont ^kleiment lieu pour la terre, 
n'élioit nàtcâtl de le^ étendre aux autk'es planètes. 

Cm lois suffisent ponr déterminer le mouvement itB 

planètes autour du soleil; mais il est nécessaire dé con- 

noltre pour chacune ' d'elles , ' sept JjuantiCés ' que Ton 

'àèiiiMk Mhtehs ' Ai mouvement ettipiique. Ch^q de ces 

'flémete f relitils au numvemeift 'd^ns Tellipse , sont l^ k 

dorée de la révolution sjdérale ; 2*. le demi grand axe de 

-lMUté| y>tt k mojréntie distance' de k planète au soleil } 

'i\ l'excentricité) 4^. kio^gitudè moyenne de k planète à 

nàé époque damée ; 5*. k longitude du périhélk à k même 

'^oqoéi Les deux aptrés élémeiis se rapportent à k posî- 

ti^ii ^ Porfcite y et sont^ l^ k longitude à une époqoa 

donnée , des nœuds de l'orUte , on de ses points d'intcr- 

section avec un plan que l'on suppose ordinairement être 

celui ^ Tédiptique;» 2*. l'inclinaison de Torhite. 

Li'e^périençe nous montre qne les durées des révoln* 
_tîo^ 4^ planètes, croissent avec leurs moyennes distances 
• au soleil y çda fit soupçonner à Kepler qu'elles sont 
. Hccs a ces distances y par nn rapport qu'il se proposa 
de découvrir^ Après nn grand nombre de tentatives conti- 
nuées pendant dix^sept ans , fl reconnut enfin , qoe les 
fMarrés As tems des réraluitons des planètes, soni cfUne 
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notiiiey ontconauït a'ia dëcou'Vcrtc "âéiii'jfjcJrétiTC 
versêlleV'quc iious' nbûVpro&sôiis icf 3c (à^mèdtftlit *î"* 

On les çonaoijt $ous la djéiioinina,tioii ae tpis 4^ Kepler, 
du nom du savant célèbre qiu les a découvertes : voici 

i°* lues aires décrites- autour du centre du soleil^ par 
les rajrons vecteurs des planètes^ soniproppriion^tUs 
aux tems empiojrés à les décrire. 

2*« Les orbes planéfaires sorit^s ellipses aonlfecen» 
tre du soleil occupe .un des Jorers. - « * ^ 

y. Les éjHarrés des tfimj( des niyolif tiens dbii.^ffff(<?fe4, 
sont entr'eux comme les cubes. des grands ajcipsjiffi^.feMfS 
ùrbitesi . . ,:. .^i^ 

Nous regarderons donc ici ces lois coimne des yérUi^ 
dues à l'expérience : Kepler les a obtenues pariU»el0ng9e 
fuite d'observations^ on les a depuis, confinùëes^ fstilest 
impossible maintenant d'élever le {dus léger doute. à ^«^t 
égard. Nous ne considérerons ici que le soleil et une pb^ 
Hète y telle que la Terre , p9it exemple* 

y>f. 9^ i85. Soient x et j^ les coordonnées rectangles ÀP et 
PJBf du lieu d'une planète iRf dans son orbite DM y Voirir 
gine A étant au centre du soleil : noriimons àt f^us X et 
V les forces dont cette planète est animée dfans sdn tiiou- 
yement autour du soleil ; parallèlement aux axes des x et 
de« j* : les 'équations {e') , sont d*x = 'JCdt* , ^j^= Vdt^ ; 
dt est ici constant. Si on retranche les produits respectifs de 
ces niéux équations^ V?^^J' ^^ P^ or , on a •••*,•• • 
x.d^j^^jn^x = {xY'^'jrX)di^. Le préniier memln'e 
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. ^ U difEérentieU« de x^jr T^J^dx t or ,on a vu (170) 
:fpitj\xdf'^jf'd3ç)esl le douUe île l'iûre que décrit le 
rayon , vecteur Ait de la .planète ,■ pendant lejtepis t y au- 
ftQur.4u ^soleil : d'iiprè^ k première loi de ^pler , cetttaire 
'étant pr^McurtionneUe au tçms , on a/(ar4r. '^,J^^) = ^ r 
d'où on tire 

xdjr^:^j^:=^cdlf et Tx r- J[rr= <>• . 
n suit de là (27 ; 40 ^^ ^^^ forces X et Kout leur ré- 
sultante dirigée vers le centre du soleil ^ qui est à l'origine 
deà coordonnées. D^aïUeurs la courbé décrite par la * pla* 
nète étapt concave vers le soleil , il est yisitjle que la force 
tiqui fait décrire i:ette courbe tend xen ce. point. I^fi^Ipi 
deS'a^es.proporlionnelles.aux tcQis employés à les décrire | 
^ nous çond^t donc, à ce premier résultat remarquable j la 
force qui sollicite chaque planète est dirigé^ vers le centre 
du soleil. Il est aisé de rapprocher cette théorie y de ce 
qu'on a dit (170) sur le principe des aires. 

184* Déterminons la loi suivant laquelle cette force agit 
à différentes- distances de cet astre : il est clair que lés 
planètes ; s'approchant et s'éloignant alternativement ^du 
* soleilà chaque révolution^ la nature du mouvement ellip- 
tique doit nous conduire à 'cette loi. Reprenons dans cette 
vue les équations «f^jrsr Xdt^ ^ d^J"=^ Yd^^erk ajoutant 
les produits respectifs <le ces équations par éxtidj-, on a 
dx.d^x + ^.<f*j-= (Xdx 4- Vd^) <//* } et comme le pre- 
mier mei^bre est la différentielle de i(dx* + ^*) > *** 

xdy — r*d[x 

intégrant , et mettant pour dt sa valeur —^ ^ , don- 



. née par la loi de la proportionnalité des aires décrites aux 
, tems y on a ^ 
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Lft consUtite arbitraire est comprise dans le signe/ IVak»- 
formons y pour plus de fiicilitë, les yariables x tXjTj «n 
' coordonnées polaires t soit r le rajon vecteur AM ^vofiaé 
ng; ^ )|Mur les centres du soleil et de la planète ; soit aussi u i'an- 
î^e MAF qu'il forme avec Taxe des x. Le triangle MAP. 
donne 

x=— r.cosB,j^=r,sinii, rs=:v/(jt*+j^*)j 
d'où on tve 

Soit p la force qui agit sur la planète : comme cette force 
aXet Kpour ses composantes rectangulaires, et qu*elleeit 
dirigée vers Torigine des coordonnées , on a X=i— f «cos ar, 
•r=^,sinii,^»=:A*+K* : ainsi Akfct + Ki^ s ffA" , 
ce qui change Inéquation (i) en 



i^!^^è^=^^ 



En tirant de cette équation la valeur de du , on aura an 
mojen des quadratures y et lorsque p sera connue en bhc* 
lion de r , une relation entre ii et r qui sera l'écpiation de 
la trajectoùne* fthis . si la trajectoùne est donnée , la 
force f éla^t inconnue , en difïerentiant Téquation précé* 
dente on a pour déterminer f y Tcxpressioa 



■=*^-'( 



_g_)-«£_.... (a). 



Cela pos^y on sait que la longueur du rayon vecteur 
mené du foyer à l\m des points d'une ellipse est 

4,* lix* 

r zn , a étant le demi grand axe , Torigine des x* 

étant au centre o, et A* àèâ^^nVyÉxcêiiiiciÊtyî^tA^^ikt^ 
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la distance OA du centre au foyer. ( Yojrex T Appl. de l'alg. 
à k géom. de Lacroix , n'. i la , et le Traité des courbes 
dn second degré, de Biot^ 68). Soit u l'angle FAMy formé 
par le grand axe et le rajon vecteur AM j du côté dcfig ^^ 
celui des spmmets de Tellipse qui est le plus voisin du 
fojrer ^, on a visiblement j:' = A -f« r cos u , donc 

a* — *• û(i— O 

r= — —r , our = — ; 

a + AT cos « I + c cos u 

en supposant , pour abréger , c = — . Si on veut compter 

les angles à partir d'une droite quelconque ACj passant par 
le fojrer Ay et formant avec le grand axe l'angle FACi=,^y 
il faut changer ici u en i H- « > i désignant l'angle va- 
riable CAM formé par cette droite AC^ et le rayon vec- 
teur. On aura donc 

r=_2ii=£:L_ (3). 

i+ccos(i4-#) ^^' 

et comme d%:=zduy on trouve en différentiant 

dr e.sin(i-4-«) 
P^~ a(i — c*) • 

Le quarréde cette dernière équation devient^ en substituant 

... . N 1 r(i— c*)(!Mr— r)— a»(i— €*)• 

pour sm* (f + «) sa valeur ^ % 

tirée de la première , 

/ dr Y_ 2 11 



\r*duj ar(i— c*) r* a*(i— e*)* 
La différentielle du second membre est 



7.dr 7.dr 

+ --3-; l'équation (2) devient donc 



a(i— c»)r* r» 



^=70=0^-?^ ^^'> 
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De ce que les orbites des planètes sont elliptiquei , M 
conclut donc que la force qui les anime est réciproquB 
au quarré de la distance du centre de ces astres à eebd 
du soleil. 

On voit de plus que si la force ç est réciproque ati 

quarré de la dislance r , ou exprimée par — , /' étant un 

coefficient constant , l'éqnàtion (>) satisfera à réquation 
difTcrenUelle (2) entre r et w , en y changeant ^ en 

-— . On a alors h :=z ; —• ,. ce qui forme une 

. r* a {i — e*) * 

équation de condition entre les deux arbitraires a et a de 
l'équation (5) qui est celle de Tellipse , ou plutôt des sec- 
tions coniques. Les trois arbitraires a y e et u de cette équa^ 
lion f se réduisent donc à deux seules arbitraires distinctes) 
et comme l'équation différentielle entre r du n'est que au 
deuxième ordre y l'équation fmie aux sections coniques en 
est l'intégrale complelte. 

Il suit de là que si la courbe décrite est une section 
eonique , la force est en raison inverse du quarré des 
distances j et réciproquement , c|iie si la force suit la raison 
Irt verse du quarré Ûeé distances, là courbe décrite est une 
section conique* 

i85. L'intensité de la force ^y relativement à clique 
plancte, dépend du coefficient // ; les lois de Kepler don- 
nent encore le moyen de le déterminer. En effet, si on 
nomme 7' le tems de la révolution d'une planète, l'aire 
qbe' son rayon vecteur décrit pendant ce lenis sera la surw 
face même de l'ellipse planétaire j or cette surface étant 
à celle du cercle décrit sur le même axe , dans le rapport 
des axes , elle est = ^r a* . x/ ( i — «'') ; ( Calcul intégral 
élém. de Lacroix y 218) mais on a, d'après la première. 
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L cl i 

loi de Kepler = -7=- 1 or la troîsième loi 

de Kepler donne T*=zm^a^f m étant un coefficient 
constant pour toutes les planètes ^ on a donc « ••#••• 
;tcm = »^/|a(i — c*}J, d'où 

— a(i— e») ~ m* * 
et par conséquent 

Le coefficient — ^ étant le même pour toutes les planètes, 

il en résulte que pour chacun de ces corps la force ^ est 
réciproque au quarré des distances au centre du soleil | 
et qu'elle ne varie d'un corps à l'autre qu'à raison de ces 
distances; d'où il suit qu'elle est la même pour tous ces 
corps supposés à égale distance du soleil : ainsi les pla-* 
nètes y abandonnées à leur gravité vers cet astre , tombe-* 
roient dans ce cas en tems égal y d'une égale Iiauteur y en 
sorte que leur poids seroii proportionnel à leur masse. 

186. Nous voilà donc conduits par les belles lois de 
Kepler, à regarder le centre du soleil comme le foyer 
d'une force allractive qui s'étend à l'infini dans tous les 
sens 'y en décroissant en raison du quarré des distances. 
La loi de la proportionnalité des aires décrites par les 
rayons vecteurs , aux tems employés à les décrire , nous 
montre cpie la force principale qui sollicite les planètes est 
constamment dirigée vers le centre du soleil. L'elb'pticité 
des orbes planétaires prouve que pour chaque planète cette 
force est réciproque au quarré de sa distance au soleil; 

enfin y de la proportionnalité des quarrés des tems des ré- 

28 
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Volutions aux oubes des grands axes des orbites y il recuite 
que celte force est la niuine pour toutes les planètes placées 
à égales distances du soleil : en sorte que dans ce cas 
ces corps se précipiteroient vers lui avec la même vitesse j 
d'où on conclut que la gravitation est proportionnelle à 
la niasse. 

187. L'équation (5) appvtenant aussi a la parabole ^ en 
prenaTit e =s i , et a = oo , il résulte que la niénjte loti a 
lieu égalerueut pour les comètes, ces astres décrivant des 
orbes à très-peu-près paraboliques. Les lois de Kepler s'ap- 
pliquent également aux satellites des planètes, qui ont 
autour d'elles un mouvement relatif à-peu-près jçoninie 
si elles étoient immobiles j ces satellites gravitent donc 
suivant les mêmes lois. Le soleil et les planètes qui ont 
des satellites , sont par conséquent doués d'une force attrac- 
tive qui , en décroissant à l'infini réciproquement au quarré 
des distances , embrasse dans sa sphère d'activité tous les 
corps. L'analogie nous porte à penser qu'une pareille force 
réside généralement dans toutes les planètes et dans les 
comètes : mais on peut s'en assurer directement de cette 
manière. C'est une loi constante de la nature , qu'un corps 
ne peut agir sur un autre sans en éprouver une réaction 
égale et contraire ; ainsi les planètes et les comètes étant 
attirées vers le soleil , elles doivent attirer cet astre sui- 
vant la même loi. Les satellites attirent par la même raison 
leurs planètes j cette propriété attractive est donc commune 
aux planètes , aux comètes et aux satellites , et par con- 
séquent on peut regarder la gravitation des corps célestes 
les uns vers les autres connne une propriété générale de 
cet univers. 

Nous venons de voir qu'elle suit la raison inverse du . 
quarré des distances 5 à la vérité cette raison est donnée 
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par les lois du niouvenient elliptique ; auxquelles les niou- 
remens célestes ne sont pas rigoureiisçnient assujettis; niais 
ces perturbations résultent de l'action même des forces 
attractives des planètes et des comètes les unes suî* les 
autres. Consultez à cet égard le chap. P'. du livre II de 
la Mécanique céleste , et Texposition du système du monde, 
ouvrages du cit. Laplace, dont nous ne saurions trop 
recommander la lecture ^ et dont nous avons extrait tout 
ce que nous avons dit dans cet article. 

La même loi s^observc sur la terre : on s'est assure , 
par des expériences très-précises faites au moyen du pen- 
dule^ que sans la résistance de l'air , tous les corps se 
précipiteroient vers son centre avec une égale vitesse : les 
corps terrestres pèsent donc sur la terre en raison de leurs 
masses y ainsi que les planètes pèsent vers le soleil, et. les 
satellites vers leurs planètes. Cette conformité de la nature 
avec elle-même sur la terre et dans l'inmiensitc des cieux , 
nous montre , de la manière la plus frappante , que la pe- 
santeur observée ici bas n'est qu'un cas particulier d'une 
loi générale répandue dans l'univers. Les phénomènes cé- 
lestes , comparés aux lois du mouvement, nous conduisent 
donc à ce grand principe de la nature , savoir : que les 
molécules de la matière s'attirent mutuellement en 
raison des rnas^es, et réciproquement au quarré des^ 
distances* 

On auroit pu poser ce principe comme vrai j et en em- 
ployant la même analyse, on auroit remonté aux lois de 
Kepler : il sera facile, de faire ce renversement. Nous avons 
suivi une marche différente^ parce qu'elle est plus natu- 
relle , et sert à démontrer sans réplique la gravitation , en 
déduisant cette propriété de la matière, des observations 
les plus constantes. 
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rV. Mouyement étun corps pesant dans un canal* 

i88. Nous avons supposé jusqu'ici que le mobile obëis- 
soit librement à l'action des puissances qui le sollicitoient ; 
supposons qu'il se trouve assujetti à parcourir une ligne 
donnée (connue il arriveroit s'il ëtoit reteim dans un canal ), 
et animé par des forces connues ^ il con\'ient d'exa- 
miner toutes les circonstances du mouvement. Mais pour 
rendre tout ce que nous avons à dire plus facile à saisir ^ 
nous allons d'abord traiter le cas où le mobile n'est soumis 
qu'à la gravité j ce cas , le plus commun dans la nature , 
mérite un examen particulier à cause de son importance 
et de sa simplicité. 

ïig. 100. i8g. Supposons d'abord qu'un corps pesant est placé 
sur un Plan incliné AB j soit Af le lieu du mobile au bout 
du tems •/ ; et BMz=. e l'espace qu'il a parcouru : enfin 
soit y sa vitesse en Af. La gravite g imprime pendant le 
tems de , dans la direction verticale MD , la vîtoFsc clé- 
. mcntaire gdf^ décomposons cette impulsion en deux autres^ 
l'une perpendiculaire au plan et détruite par sa réaction p 
l'autre dirigée dans le sens du plan : il est clair que cette 
dernière aura pour direction la ligne AB de plus grande 
pente sur le plan , que cette ligne sera celle que décrira 
le corps et suivaut laquelle la vitesse y aura lieu. Nom- 
mons f l'angle BAC que forme le plan incliné avec l'ho- 
rison : la composante de l'impulsion gde dans le sens B3Î 
étant gdi X cos BMP "= gde. siiit y on aura pour l'ac- 
croissement de vitesse le long du plan dy = ^siu fde* £n 
intégrant on obtient 

yi=z C + ^sinj./, e=zO •^Ce-+{gsmi.t^. . ..(n'). 

Il résulte de là que le point mobile est sollicité par la 
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force accëlératrice constante gsia i dans le sens du plan ; 
qu'on peut regarder ce plan comme vertical ^ pourvu que 
cette force remplace la gravite ) enfin que le mouvemeni 
est uniformément varié. C est la vitesse initiale du 
corps y et O est sa distance à l'origine des e lorsque /= o. 
Si on prend le point B de départ pour origine des e^ 
et si on n'imprime aucune impulsion initiale^ l'équatioo 
du mouvement est donc 

♦'S^sini./, c = ^grsin i.r», 

la pression du corps sur le plan est visiblement g cos t. 

igo. Comparons maintenant le mouvement sur le plan 
incliné ^ à celui qui a lieu quand le corps est libre. Conmie 
il descend le long de la verticale BC j on a(i56^ h) y 

!**• Pour trouver en quel point de BC \e mobile doit 
être parvenu, lorscjuc le corps M a décrit sur le plan 
incliné l'espace BM y il faut faire t'=.tf y et éliminer f 
entre les équations e = 5 ^' sin «.i*, c' = •} g^. On a donc 
e ^: e' sin f y ce qui indique que e' est l'hypotliénuse d'un 
triangle reclangle dont e est le côté opposé à l'angle f j 
ainsi en menant en M la perpendiculaire ME sur AB , 
on a BE z=z e', et le point E est la n'ponse à la question. 

Cette construction fait voir que si on mène dans un Fit. loi. 
cercle ACDB des cordes ACy AD y. . . par l'extrémité A 
du diamètre vertical AB y et BC y BDy.,, à cause des 
angles droits en C , />,•,• toutes ces cordes seront décrites 
dans le même tems que le diamètre : cette propriété s'ap- 
jHîlle Isoc/ironisme, 

2**. Comme on a v'^ •=z7.ge' y et v* = o.gsmt.Cy pourFîg. 100. 
trouver en quels points de AB et de -fi C les deux mobiles 
ont la même vitesse j il faut faire y =1^ y ce qui donne 
é' zne sin f. Donc e est l'iiypothénuse d'un triangle rec- 
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ÎMnftle ^oni t^ ^.%X U (Mk opj>os^ a rani^le i j ainsi en me- 
iMfft rri/irUoritiil/ï A//*', on voit rpie bf'^L e' j et que pajf 
tjrm^'t^utrfii lorMjue les mobiles sr^nt f^arvenus en Aif et 
eu F j Cf. qui arrive k des instaos difTcrens y ils ont br 
infititt*. vil^^'sfrj ou, fti on veut, que la vitesse du corps en 
AI i;%l flirl^/f. Aitnn le /kîîis A/Z/ , et due a la hauteur Z^/^. 
On ronf.ltjt de la i\ue p/utîeurs corps qui parcourent des 
plans tlij'frrt'.ninicjil itulituis , cl qui, sans impulsion pri^ 
rnilii'f. , partent d'un même plan horisontal , ont des 
%HU'ssv.\ v^4ilv..; , après avoir décrit sur leurs plans res^ 
pvvîifs de% parties de même hauteur, Noils allons Voir 
Jatiit un in*ilfint «juc ce tlicorénic n'est point particulier 
AU plan inrjiiir, 

5". (kiniparcius les tenis rniploy«'s à descendre les lon- 
(;urur.% l\il «:t BA tcriuinôs à riiorisontale AC^^ soit 
liCzze^ rt ilA^'-'e) roninie e's= Igtf^ et e = 5^g^sinf •/*, 

on u / T.:: -^ — .' Mais le trianclc ABC donne 

. ..<'•' ^ I • 

cî' , c DA ^ A • 11 

une r • ; donc-- = -—• - = -^j-. Ainsi, quelle que 

»oil rinrliuîn'iou du plan, les tcnis sont proportionnels aux 
louj^uours ^1^/», /.V: (Poîi il suit t|uc /cor tems emplojès à 
iivuendre A' lon^ de dil/rrens phns inclinés, sont entr^eux 
iomme lc\' lon*:ueurs de ces plans» 

U)\% INous avons fait aKslraotion jusqu'ici du frottc- 
\\\ti\\ quo lo oorp^ o\oiw on jilissant sur le plan j nous 
mUoiis uiainUMiant V a\oirôt:ai\K U est clair que la pression 
tUM'uulo qiu* lo rvU'ps c\orce sur le plan étant ^cosi , le 
tK»Uouiont esi ici ^iV»' /^' cos t, force qui est diri»:«.'e en 
*ens i^jn^o'to au uuKi\oniont. \insi raccroissenient de vitesse 
q^ù 31 Lcu on >/ qr.jind le ix^r|>s descend de B vers Af 
t<i ♦A'.v^VMni-Av*.) . dVù on lire i"=ri:.'sinf-/cosi)/— ^". 
l«i \vu$t4nte *' est la >aleiir de %' lorsijue £ = o, c'est- 
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à-dirc, est rinipulsi«>n qu'on snppOiSe avoir été commu- 
niquée au corps dans le sens BM^ au commencement du 
teins t. 

Si le corps cloit au contraire lance de j4 vers By alori 
la gravité et le frottement tendroient à diminuer la vitesse 
iuipriuxée F y.ei pn auroit <f v' == — ^ ( sin i +jf cos i )dty 
d'où y = y — ^ ( siu I +ycos i )/. De sorte qu'en cunm- 
lant ces deux circonstances , on a 

V = f^— g {/cos I qp sin e ) / {o'). 

On en tire aisément pour l'espace parcouru 

c= yi—ig (/cosi q; sin /* (py 

Le signe supérieur a lieu lorsque l'impulsion initiale est 
donnée de haut en bas } riuférieur a lieu dans le cas 
contraire. 

Dans ce dernier cas , on voit que f = o lorsqu'on a 

F 

t = —7-: -rr^ , en substituant dans (p') , on a 

^(sm I +/cosi) ' ^ ' 

pour la valeur de e correspondante, en faisant V^-=i7.gh 

fiSG), e= r . Il est clair qu'alors le corps ne 

^ '' sm«-i-ycosi ^ '^ 

montera le long du plan cpie jusqu'à un certain point, 
dont nous venons de déterminer la position ) d'où il re- 
descendra ensuite en partant du repos. 

Si 1 = 0, le plan est horisontal, et on a pour la solution 
du problème des Trainaux 

19?.. Cherchons maintenant les circonstances du mou-FîK.ioi. 
vement d'un corps pesant qui se meut dans un canal 
curviligne j sans avoir égard au frottement. Supposons 
qu'un point matériel soit abandonne à la gravité sur l'arc 
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de courbe BM^ au point By sans aucune impulsion , •( 
qu'il soit parvenu en M au bout du tems /• Prenons pour 
axes riiorisontale j^X et la verticale jiVyàe sorte que 
AP = Xy PM=jy et BM=s : soit BCzzh. U 
vitesse y que le mobile a en Af dans le sens de rëlément 

de la courbe est -r y et la gravité l'augmente de dv pen« 

dant l'instant dt i mais cette force tend à communiquer 

la vitesse gdt dans le sens de A/G. Imitons donc ici ce 

qui a été fait (189) , et décomposons celte impulsion en 

deux autres y dingées , l'une suivant la tangente M H p 

l'autre suivant la normale MI\^ : celle-ci est détruite par 

la résistance de la courbe j la première = gdi x cbs GMH, 

Or on sait que le sinus de l'angle MTPy que forme la 

dr 
tangente avec l'axe des Xj est -- = cos GMH*y donc h 

composante de Impulsion gdt dans le sens de MH y ou 

dr 
l'accroissement de vitessse y est dvzz gdt . -^ ; d'oii 

vdvzi^gdjry à cause de f = — . En intégrant on a 

9^ •= 7.gy -^ C : OT j':= h correspond au point B auquel 
la vitesse du mobile étoit nulle , ainsi k = o ^ lorsque 
jr z= /l'y d'où 6* = — 2ghj et 

v*=2^(j- — h) y ou y^ = 2gx MI (9'). 

Il suit de là et de l'équation (h y i56) que le mobile a 
la même vitesse en AI y suivant la tangente , que s'il étoit 
" tombé de la hauteur ML Donc lorsqu'un corps pesant 
descend le long d'une courbe , il a en chaijue point la 
même vitesse ijue s'il étoit tombé librement de pareille 
hauteur y quelle que soit la courbe décrite. Ce résultat 
nous apprend que la dcuxitiiie conséquence du n**. 191 
n'est qu'un cas particulier de ce dernier principe. 
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195. Le th^réme prêchent servira à fiûrc connottre 
le piouyemeat du mobile; en effet , on tire de rëqtta- 
tien {g') •^ = v'I ag'C^ — A) i j mais on a aussi 

VTZ-r l donc 
dt 

On tirera de l'équation dqnnée de la courbe la valeur de 
ds en fonction dejr et d/"j et la substituant ici ; on aura , 
en intégrant depuis jr ^=l h y le tems employé à descendre 
de B en M. Si le mobile avoit reçu en B une impulsion , Fïf . i««- 
ou s'il avoit déjà en ce point une vitesse j prodoite par un 
mouvement antérieur le long de l'arc KB y en désignant 
par h k hantenr dœ à cette vlteise ^ on ^ouveroit 6ii-raî«> 
ifMmaat de même 

^ ds 

V. Pendule simple^ 

194. Lorsqu'un pbint matériel pesant Q est lié à un fil Pif. i«i« 
QO f inextensible et sans pesanteur, dont l'extrémité & 
est fixe, on donne à ce système le nom de Pendule 
SIMPLE. Pour obtenir les circonstances du mouvement ^ il' 
est clair qu'il ne s'agit que d^appliquer au cercle ce qu'oii 
vient de dire. Prenons le point le plus bas A pour origine 
et la verticale jiO pour axe des x. Soient AC = x , 
CM =j'} ](f le lieu du mobile au bout du tems / ; Qle 
point de dépak-t j AD^zzi. 6 , et le rayon AO :=:, r. La vi- 
tesse que le mobile a en Bff dans le sens de la tangente ^ 

ds 
étant due à Jia hauteur JDG, ona-f = -^ =\/(2g' x DG) , 
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mais DG •rzb'^ x) donc on a 
—-—:=*/ Î2fi^(^ — x) , d'où A 55:-; ; -r . 

Nous nommons ici s l'arc >^^ , et comme cet arc dé- 
croît lorsque le tenis t augmente , nous mettons ici le 
signe — . Cela posé pour déterminer ds en fonction de X 
et dx y on observe que Téquation du cercle donne 

^ ' jr yy^irx — x-) 

En substituant ; on a donc 

- — rdx ^ ^ 

dtzzz—r-. ' (0- 

y/{{2rx — x-).2g(b—x)^ ^ 

C'est de l'intégration de cette équation que dépend la con- 
noissance du mouvement du pendule. On doit remarquer 
avant tout que lorsque le mobile sera arrivé en ^ ^ il aura 
dans le sens horisontal une vitesse due à la hauteur ^D , 
de sorte qu'il sera dans le même état que si , placé en >^ , 
on le tiroit du repos en lui comnmniquant dans le sens ho- 
risontal la vitesse y/ J 2^ X ^D l . Or il est clair que cette 
impulsion le fera remonter au point Ç' , situé sur l'hori- 
sontal QD : si la chose ne sembloit pas évidente d'elle- 
même , il suffiroit de traiter le corps par la formule du 
n**. (192) , et on verroit qu'il a en K la même vitesse 
qu'en AI , et qu'il en est de même des points Q et Ç'. 
Ainsi le corps perd peu à peu la vitesse qu'il a acquise , et 
il est en Q' dans le même état où il étoit en Q 5 il doit 
donc redescendre , et remonter ensuite. On a nommé 
Oscillation cette sorte de mouvement, qui se perpétueroit à 
l'infini , sans les résistances que'le mobile éprouve , et dont 
nous faisons ici abstraction. 

ig5* Avant d'intégrer l'équation (i) dans le cas général^ 
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il est bon d'examiner le cas oii les oscillations sont très* 
petites : alors x doit être négligé devant r ^ ce qui donne 

Mais (voyez n-. ,6oyl.^^^^==arc(cos=2fzi); 
si donc on intègre depuis xzzz b y jusqu'à a: = o , on a 

y -77; rr = ir ; et on obtient pour le tems de la denii- 
\/iox — x^) ^ 

oscillation , /= jir.l/ ( — j , et pour le tenu de l'oscil- 
lation entière 

—vid <-'• 

P ~àx 

On observera que l'intégrale /— 77^ -: est aussi bien 

3 T , 5 T , . . . que w ) puisque tous ces arcs ont également 
— I pour cosinus : ce qui fait voir que le mobile arrive 
en jij dans une lùfinité de tems successifs , tous séparés 

cntr'eux parle tems sr.l/ ( — J qui est celui de l'oscilla- 

tion entière. Cela répond aux oscillations successives , 
ainsi qu'on l'a déjà dit. On tire de l'équation (s') di- 
verses Conséquences remarquables. 

x^. Comme le tems /est indépendant de b j on voit que , 
quelle que soit l'amplitude de l'excursion Q'-^Ç , le tems 
de l'oscillation est Je même ; pourvu qu'elle soit très- 
pctitç. Ainsi concevons diffcrens mobiles assujettis à dé^ 
crireTarc Q-^, en partant du repos de divers points de 
cet arc , ils arriveront tous en même tems en u4. On dit 
alors que les oscillations sont Isocbrones. Nous reviendrons 
bientôt sur cette propriété (198, l^). 
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que cette loegneur varie dans les difFërens lieux de la 

terre , tant à cause du dtfaut de sphéricité , que par Tcffct 

de la force centrifuge (210). 

ir*r ir*r7V* 
4«. L'équation (s') donne g = -— = — y^— . On peut 

donc détemiHier arec la plus grande exactitude la valeur 
numérique de la gravité ^ ; à l'aide d'une expérience (pii 
feroit connoitre les grandeurs iV et 7* pour lin pendule 
de longueur connue r. Nous avons donné cette valeur 

(•56,/r). 

196. Reprenons maintenant l'équation (i); et examinons 
ce qui arrive lorsque les excursions du pendule sont de 
grandeurs quelconques. Pour intégrer nous diviserons et 
multiplierons respectivement par 2 rx les facteurs sous le 
radical ; ce qui donne 

'= --K (7) ""/IviTaZ:,^) "" T/TZf^i 

développant ( i — — 7 ) * par la fonnule de Newton, ce 
qui offre ici le seul mojren d'obtenir une suite convergente | 



on a 



On observe que les termes à intégrer sont tous de la forme 

— x^^dx 

y et que de plus pour obtenir le tems de la 
^/(bx — qr*) 

demi-oscillation , l'intégrale doit être prise entre les li- 
mites j: == 6 3 et X = o. Or les formules connues donnent 
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( Cal, inteç. éléin. de Lacroix , 1 7 1 ) au reste on peot 

trouver directeiiieut cette formule en diiïerentiant . • . 

a*"'*"'.v/'^^ — a'-'; ; mul tipliant et divisant par v/'£»x — x*) 

le terme (//i— i)a:'^"'^.\/(6T — x^) qui s'v trouve : enfin 

en réduira ut et intégrant le résultat. 

ïjtt premier terme disparoît soit que jr = t , soit que 

P — x^^dx 
jr s= o : 6i doue on fait / ; =3 L\m\ , on aura 

m 

// -^1/ '>f^ — ^^ TT 

C^^m ^ ^) ^ - ^.— — — . C/(m - 3) 



Multipliant CCS équations entr'ellcs ; et réduisant y on a 
_ r-^"'dv _„„„. i.'5.5...(2m-'i) (2/7.-0 



I.2.D. 



En attribuant successivement à m les valeurs o, i , 2, 5 . • • 
et substituant les résultats , on obtient 

VU* iû3. Connue Z» est le sînus verse do l'angle QOA , lorsque cet 
angle ejit très-pelit , la formule précédente se réduit à la 
valeur u*. i()5. 

V 

197. Le mobile passe de Q en ^ par diflerens degrés de 
vitesse qu'il est im^>ortant de counoître. Pour cela dési- 
gnons par u la viicsse anouiuire , c'est-à-dire , la vitesse du 
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point de la ligne MO gui est distant de O de l'unité : les 
circonférences étMit entr'elles comme leurs rayons ; les 
TÎtesses des points qui les décrivent sont dans. le même 
rapport \ ainsi la vitesse du point M est r^ ^ et on a (19?) 
Th = }/{'>.g X DG) : or DG = OG — 0Z> , et les trian- 
gles OMG, ÔQDdouneni OG = r.cos tf , OZ>= r.cos/, 
donc 

ir = ]^|^(cos* — cos/)l (O- 

VI. Propriétés mécaniques de la c/cloïde* 



198. Scr\'^ons-nous de la fonmile (r') pour trouver le Fîg. 106 
tems qu'emploieroit un corps pesant , placé en M , sans **• 
impulsion initiale y pour descendre au point ^ le plus bas ^ 
de l'arc de cycloïde MA , dont Taxe CO est horisontal. 
Soit a le diamètre BA du cercle générateur , nous avons 
vu (67) que Péquation de la cycloïdc est ^* = 4^ ; ^^ 
prenant AB pour axe des j* , et le point A pour origine. 

On en tire ds ^= ^a. ^ ; et comme , en supposant 

AP = /i , on a pour la vitesse du mobile en O , 

— ds 
\/{2gx P0)= y/^ig (Ji —j)) = -^ , on en tire 

I '^ds j \/ ('^^\ — dy 

d'où (160) / = f y^Q^yarc (cos = ^^^P^) + C ; 
et en prenant l'intégrale depuis j' = ^' ; jusqu'à ^* =0, 
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On tire de là deux conséquences remarquables» 
!"• Cette valeur est la même que nc%s avons déjà trou* 
vée pour le tems de la demi-oscillation (iqS) dans un arc 
de cercle très-petit , en supposant toutefois 2a rs r ; c'est» 
àr^re que le cercle doit avoir 2 x AB pour raj^on. Cela 
vient de ce que le cercle osculateur de la cjcloïde au 
point A j ^ pour rayon 2a , et se confond avec cette 
courbe pendant un petit arc : on peut donc supposer que 
ce cercle est , dans cet espace , la courbe que le corps 
pesant décrit. 

2**. I-.a quantité h n'entrant point dans la valeur du 
teilis /, il s'ensuit que le tems employé à arriver au point 
A seroit le même , quel que fût le point de départ M* 
Cette propriété de la cycloïde , n'appartient au cercle dans 
les arcs ti'ès-petits , que parce que ces courbes sont oscu- 
latnces. On a donné à cette propriété dont jouit la cycloïde 
le nom de Tautochronisme. 

Après avoir reconnu que la cycloïde étoitTautochrone, 
HuYOUENs y à qui on doit l'application du pendule aux 
horloges y imagina de leur donner pour régulateur un peu* 
dule à oscillations cycloïdales : voici comment il en conçut 
l'exécution. On sait que la cycloïde a pour développée une 
autre cycloïde égale y mais disposée en sens différent 
( Cal. diff. élém. de Lacroix, io5 ). Supposons donc qu'on 
Fî/j. io4« a courbé deux lames -^C et AD , sous la forme de deux 
arcs de cycloïde égaux , qui auroient pour origine- com- 
mune le point A de suspension d'un pendule. Il est clair 
, que Te fil en se courbant successivement sur chacune des 
deux lames, feroit décrire au mobile un arc de cycloïde, 
et cela quelle que fût l'exciu-sion qu'il seroit contraint à faire» 
Mais cette théorie est plus ingénieuse (pi'utile j car com- 
ment conserver aux lames la forme qu'on leur a donnée 7 
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Le froid f le chaud , et toutes les impressions de Tatmos- 
phère , sont autant*^ d'ennemis qui s'y opposent. On se sert 
avec plus d'avantage des pendules à petites oscillations ; 
leur mouvement est également isochrone ; et n'a pas les 
mêmes inconvéniens* 

199. Après avoir reconnu que la cycloïde est une courbe 
tautochrone ^ il convient de s'assurer si elle jouit seule de 
cette propriété. Prenons l'origine des coordonnées au point 
le plus bas , et comptons les j* verticalement. Il est d'abord 
évident que pour que la courbe soit tautochrone y il est 
nécessaire et il suffit que , pour chaque instant , la com* 
posante de la gravité dans le sens de la tangente , soit 
proportionnelle à l'arc qui reste à décrire pour arriver au 

point le plus bas. H suit de là que ^ comme g»-j- est cette 

dr 
composante , on a f^g*-^- =z s y K étant une constante. 

On en déduit %Kgjr = l' y équation qui est visiblement 
celle d*ttne cjrcloïde y lorsque la tautochrone est dans un 
plan I cela confirme ce que nous venons de dire dans le 
numéro précédent. 

Mais si la courbe est à double courbure y en égalant 
les valeurs de s* tirées des deux équations précédentes y et 
faisant {Kgrii A y on trouve 

A-^^—:^d$*y on A-^—^dx^ + dr^ + dz^. 

£n sorte que si une relation entre les trois variables Xy 
jr ti z satisfait à cette équation y la courbe à laquelle elle 
^partiendra sera tautochrone y et réciproquement. Or une 
seule relation entre trois coordonnées ne suffit pas pour 
déterminer une courbe : si elle étoit intégrable ( et par 

5o 
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conséquent dccomposable en deux facteurs du premier 
degré ) , elle donneroit une surface courbe qui seroit le 
lieu de toutes les tautochrones , c'est-à-dire , que toutes 
les courbes qu'on pourroit tracer sur cette surface jouiroient 
de la propriété du tautochronisnie. Mais comme cette équa- 
tion n'est pas iutégrable , elle n'appartient pas à une sur- 
face courbe , et elle est du nombre des équations qu'on 
regard oit autrefois comme absurdes ^ et que Monge a 
démontrées être l'une des deux équations d'une courbe 
à double courbure. 

Il suffit en effet de se donner au hasard une relation 
entre x j y et z, et, concurremment avec la précédente y 
on aura les deux équations d'une courbe : de sorte qu'en 
éliminant , on pourra obtenir deux relations , finies on 
différentielles , l'une entre x et j^, et l'autre entre z eij^^ 
qui seront les projections sur les plans verticaux coordonnés 
de la tautochrone cherchée. Prenons , par exemple , l'équa- 
tion a:* + z* + (j^ — ry = r*, qui est celle d!une sphère 
dont le centre est sur l'axe des j- ; diffcrentiant et élimi- 
nant avec l'équation ci-dessus , on obtiendra celles des 
projections de la tautochrone tracée sur notre sphère. 

Il résulte de là qu'/7 j- a une infinité de Tautochrones 
à double courbure , et une seule Tautochrone plane ^ qui 
est la c/cloïde, verticale ou inclinée* 

200. On peut même fixer les idées d'une manière plus 
particulière en se donnant un cylindre vertical à base 
quelconque , ou , ce qui revient au même , l'équation sur 
le plan horisontal de cette base qui est la projection de 
la tautoclu'one j de sorte que ce cylindre tiura la tauto- 
chrone tracée sur sa surface. L'élément de l'arc de la 
base est d/u,^ = dx^ + dz^y ce qui change notre équation 

dr^ 
différentielle en ji -^ — =^** + ^^*» Or il est aisé d'en 
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Conelure que cette équation est celle d'une cycloïde qui 
a Tare ft pour abscisse ^ comptée sur la base cjlindrirpie ^ 
ce qui veut dire que si on trace sur un plan une cycloïde, 
et qu'on la courbe sur un cylindre vertical à base quel- 
conque ; en mettant l'origine au point le plus bas, on 
aura une tautochrone à double courbure. 

20 1. Le tems qu'un mobile emploie à parcourir la corde ^i' ^ 
AL d'un cercle ALB , est le même que celui qu'il met à 
décrire le diamètre vertical AB = a (190^ i**.), tems qui 

est (i56 , h) = l/^(— ) = l/^(— )• Mais celui qu'il 
emploie à descendre le long d'un petit arc AI étant 
— r— . 1/ ( ^— ) j (^') ; quantité plus petite que la précé- 
dente; ce qui indique que le chemin le plus court pour 
aller de /en A y n'est pourtant pas celui que le mobile 
décrit dans un moindre tems. Nous allons faire voir que 
la ligne de plus vite descente j ou Brachj-stochrone , n'est 
pas même l'arc de cercle, et que cette courbe est la 
cycloïde. 

Soient C et 71 deux points donnés , et CMR la courbe Fîf. i*s. 
de plus vite descente de l'un de ces points à l'autre ; il 
est évident que si on prend deux autres points M ci m' sur 
cette courbe , l'arc Mmmf sera aussi celui de la plus vite 
descente de M en m') car s'il n'en étoit pas ainsi, et si 
l'arc Mnm' , par exemple , étoit celui de la plus vite des- 
cente , il est clair que CMnm'R seroit la courbe cherchée. 
Cela est vrai , quelle que soit la longueur de l'arc Mm' ; 
supposons-le infiniment petit, et partagé en deux portions 
égales Mm , mm'. Il s'agit d'exprimer analjliquement que 
le point matériel , arrivant en M avec une vitesse duc à 
la hauteur CP , parcourt l'arc Mmmf dans le moindre 
tems possible. 
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Faisons CP=x, PM—y^ C3/= ^ j la vitesse en 

M sera ^/ [2 gx^ j et le tenis employé à parcourir Mm 

ds 
sera (r*) , <//= — ; -. En faisant pareillement Cp ou 

X + dx=zx' } pm o\x j^^dj-^njr'y Cmz=i s-^-dsz=.s'\ 

on aura pareillement pour la vitesse en m , V/ ( 2 gx') , 

ds' 
et pour le tems employé à parcourir mm', — y : 

le tems nécessaire pour descendre de M en m'^ devant 
^Ire un minimum, on aura donc 



ds ds' 



ôi- 



\\/{^gx) \/{^g^ 

;Nous employons le signe ^, pour distinguer la diiTé^ 
rentielle qui a lieu ici, et qui se rapporte au passage d'un 
point de la courbe à un point d'une autre courbe , de 
celle qu'on désigne communément par la lettre J, et qui 
provient de la considération de deux points pris sur la 
même courbe : le premier cas a été appelé Variation. Or 
il y a ici des grandeurs constantes qu'il est facile de 
reconnoltre^ telles sont gy Xj x'y puisque ces grandeurs 
ne dépendent pas de la considération de variation qui vient 

d'être exposée. On a donc i" < — ;; — -| — - > = o , 

t.ds i^.ds' 

-r 1 : — , = o. Cela posé , à cause de ^. é/x r= o • 

^/x ^ x' r 7 7 

dy dy' 

on a i^.ds=. -j- i'.dj'^ et aussi ^.ds' =z -^ ^-^'j ^o^c 

■ ", , -h ::, /, =0. Or, soit qu'il s'agiise de l'arc 
ds\/x ds'\/x' ' ^ 

Mmm'j ou de l'arc Mnm'y l'ordonnée pm ou pn devient 

toujours p'm' , donc tfy" 4- dj' est une grandeur cont- 



ou 
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tante) doùon tire ^(<^ + ^') = °i ou ^.^= — J^.i^': 
«t 

dy dy' 

ds^x ds'^x' "*" 

Il est oisë de voir que le deuxième ttmie de cette équa- 
tion n'est autre que le premier^ dans lequel on a aug- 
mente chaque variable de son accroissement ) cette équation 

équivaut donc à é/ ( , ) = o , ou ,, = A^ Or 

^ \ds^xj ' ds^x 

dy 
— ^ — est le sinus de Tanglc que la tangente à la courbe 

fait avec Taxe des abscisses^ au point où cette tangente 

dy 
est horisontalc , cet angle est droit ; et on a - = i : 

soit a l'abscisse inconnue de ce point ^ on a ^ = — r— , 

d'où -^ = |/^^-^^ ; or ds^ = ^x* + dj^ , donc 

-^-- = 1/ f j, ëquation qui appartient à une 

cjcloïde (67) dont Taxe des x est vertical ; et qui a le di^ 
mètre de son cercle générateur == a ; ainsi la courbe de 
plus vite descente est une cycloïde. 

Pour construire cette courbe^ il suffit de trouver le dia- 
mètre a du cercle générateur; comme on connoit Tabscisse et 
r^rdonnëe du point R où le mobile doit parvenir , on ni^ettra Fig^ > 106. 
ces valeurs dans l'équation précédente après l'avoir intégrée^ 
et on en déduira la valeur de a. On peut aussi employer ime 
construction fort simple i A ci R étant les deux points 
donnés y on mènera la droite AR y on tracera sur la base 
liorisontale A F une cycloïde quelconque AKLy et par 
le point K de rencontre de cette courbe avec AR j on 
mènera à Textréuiité L de son axe la droite KL} la pa* 
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rallèle RF à KL dcterminera le point F qui donnera jiF 
pour Taxe de la cjcloïde cherchée , c'est-à-dire, que AF 
sera égal à la circonférence du cercle générateur , ou 
jiF=z9.7Fa. Cette construction est fondée sur ce que toutes 
les cycloïdcs sont des courbes semblables , puisqu'il n'entre 
dans leur équation qu'une seule constante , qui est le dia- 
mètre du cercle générateur. On voit aussi que pour deux 
points donnés j^ et R^ il n'y a qu'une seule cycloïde qui 
puisse remplir les conditions du problème de la brachys- 
toclirone. 

VII. Du mouvement d'un point assujetti à parcourir unû 
courbe plane, 

202. Jusqu'ici nous n'avons considéré d'autre force que 
la gravité : il est important maintenant de généraliser no- 
tre théorie et de l'étendre à des forces quelconques. Pour 
cela observons qu'un mobile ne peut être ainsi contraint 
dans son mouvement , sans qu'il exerce continuellement* 
une pression sur la com*be qu'il décrit : cette pression est 
d'ailleurs normale à cette courbe ) car autrement elle pour^ 
roit se décomposer en deux , l'une normale et détruite , 
l'autre tangente et en vertu de laquelle le point n'auroit 
pas d'action sur la courbe y ce qui est contre l'hypothèse , 
(47). Employons maintenant les procédés qui nous ont déjà 
été utiles 5 et pour ramener le mobile à l'état de liberté, oîi 
il doit être pour que les équations {b' , c') soient applica- 
bles y introduisons au lieu de la réaction de la courbe , une 
force uonnalc , ( et par conséquent variable d'un point à 
l'autre, et de grandeur, et de direction) et qui soit sans cesse 
égale et opposée à cette réaction. On suppose que cette 
force agisse d'une manière active , avec celles du système ré- 
duites à deux X et F", (166). Il est clair que détruisant sans 
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cesse la pressioii da mobile , elle le met dans le même état 
que s'il ctoit libre : et la courbe qu'il docril , peut ^tre 
considérée comme une trajectoire ordinaire ; ainsi la tîici>- 
rie rentre dans celle que nous avons déjà anaU-sée. Appli- 
quons ces réflexions. 

2o5. Soit BMZ la courbe plane que le mobile est assa«>ï^« 
jetti à décrire : -Y et Y sont les forces parallèles aux axes 
Ax et Av ; le corps est suppose en M au bout du tems V 5 
BM = s , AP = .r , PM z= y : enfin J>" est la force nop- 

maie dont nous venons de parler. On sait que -V ^t ^- 

^ as ds 

sont les cosinus des angles que forme la normale avec les 

axes des x et des j- , ainsi les composantes de N dans le 

sens de ces axes sont — -A j- , et A — (♦) j laprcnuerc est 



{"*) Il est intéressant de remarquer que quelle que soit la forme de 
la courbe , et le «eus dans lequel on suppose que la force A'a<;isse 
sui?ant la normale , ces deux composantes seront toujours de si- 
gnes contraires. Il suffit pour s*en convaincre de considérer que, 
par Li figure même de la courbe , les rapports diffcrentîelt 

dy dx , , , 

"T- et -7- sont de signes contraires dans les cas où les deux com* 

posantes de A' tendent à-la-fois à diminuer ou .'i au<*menter les x 

et les y ; de sorte qu'on se trouve obligé pour ajouter ces com- ^ 

posantes à JIC et i Y , ou pour les en soustraire , d'affecter Tune 

d'elles d'un si^nc contraire h l'autre. Cela vient de ce qu'on doit 

par la pensée concevoir que la courbe étant donnée par son équa- 

1 dy dx 

tion, les rapports 3" > T" sont connus en grandeur et enéir;nei , 

et qu'on doit les eniployer dans le calcul , tels que la différeniia- 
tion les donne ; d'où il suit que si par la nature de cette équation 
dx djT 

-jj est n(?galif , pri^cisément dans le cas où la composante Ay- 
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ici nëgatire , parce qu'elle tend à diminuer les x t ainti U 
mobile peut être considère comme libre et animé par les 

forces X ^ N^ et K + N^ ; et les équations {b' , c') 

deviennent , suivant qu'on a dt constant ou variable, 

<$)-(^-''l>'.<$)=(-+Oj ■ 

Telles sont les équations du mouvement ; et on voit que n 
on leur joint Téquation du canal que le mobile est assujetti 
à décrire y on aura trois relations entre les quatre variables 
XfXy t et N'y de sorte qu'à Taide de l'intégration et d© 
râimination , on obtiendra des équations entre deux 
d'entr'elles , et la vitesse. C'est ce que nous allons dévelop- 
per et appliquer à des exemples* 

2o4» Pour trouver k valeur de la vitesse employons le 
procédé du n". i68. Multiplions la première de nos équa- 
tions par dx f la seconde par dj- y et ajoutons : ce calcul 
fait disparoitre les termes qui renferment N) et on a encore 
ici, comme précédenunent , p* = ^ -+- 7j\Xdx + Ydjr) y 



doit être soustraite de X, c'est faire cette soustraction qued'écrire 

dx 
X •«- iV.-p , Quant au sens dans lequel la force A* agit sur la nor- 
male, on ne peut le connottre d'avance : mais il est indifférent 
pour l'anal)'sc, puisqu'un de ses plus grands avantages e»t de don- 
ner à'ia-fois les grandeurs inconnues et le sens dans lequel on 
doit les prendre. Si donc la valeur de N, (formule ¥*) se trou- 
voit négative , on reconnoftroit que cette force agit dans le 
système dans un sens oppose & celui qu'on lui attribue ici. 
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OVL 9* ::=: ji -+ ^X}^^ 4^ donne la valeur de <^; et nous four* 
nil plusieurs conséquences importantes. 

i**. Comme la constante A dépend de la valeur de j^ 
lorsque y a une valeur déterminée ^ c'estrà-dire des coor-* 
données du lieu du mobile à un instant donné y on voit 
qu'en général la vitesse ne dépend nullement de la forme dû 
la courbe décrite, mais seulement des positions respectives 
des points de départ et d'arrivée : de sorte que si le corps 
étoit assujetti à décrire une autre courbe quelconque , pas- 
sant par ces deux mêmes points il auroit encore la même 
vitesse. Cela revient à dire que la valeur de la vitesse étant 
indépendante de la pression que le point mobile exerce sur 
la courbe qu'il décrit y elle est la mérhe que s'il étoit libre. 
Ainsi la pression qu'exerce le mobile sur la courbe qu'il 
est contraint de décrire, ne diminue rien de sa vitesse (*). 

a'^f Si le mobile n'est soumis à l'action d'aucune force 
continue , son mouvement ue peut provenir que d'une ira- 
pulsion primitive j et comme la nature de la courbe que 
le mobile doit décrire ne peut altérer cette vitesse , d'après 



(*) Cette cou$(?qucnce peut être rendue iinmëdiatement évi- Fîf. lof 
dente. En effet lorsqu'un mobile dénué de tout ressort et lancé W»« 
dans la direction FE avec la vitesse V^ rencontre un plan BH 
qui lui fait obstacle , en représentant la vitesse V par FE , et 
formant le rectangle Bl, cette vitesse est décoraposée en deux 
autres BE et El : celle-ci est détruite par le plan ; la première 
a son entier effet , de sorte que le corps glisse le long de BHaytc 
la vitesse JSJS : il a donc perdu la vitesse FE-^BEzz F— K.cosS 
en nommant 9 l'angle FEB, Cela posé , on voit que la vitesse per- 
due étant K(i — cos d)=2 F.sin. vcr.ô, lorsque le corps dé- 
crira une coiyrbe, il perdra, en passant d'un élément à l'autre, que 
▼îtcsse proportionnelle à un sinus verse, et par conséquent à un 
infiniment petit du second ordre : de sorte que la vitesse perdut 
ne sera finie que lorsque l'arc décrit sera infini. 

5i 
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et la vitesse dans le sens de AB est -7-= -7 =r/»/sini+C 

4'. On a enfin pour l'espace parcouru au bout du tenis /, 
de B vers ^, 5 = ^^/* sin 1 -f- O -+- C. 

On peut remarquer l'accord qui existe entre tout ce qui 
vient d'être dit, et ce qu'on a vu (189). 

207. L'équation (y') fait voir que la pression qu'un point 
matériel exerce sur une courbe qu'il est assujetti à décrire, 
se compose de deux parties j l'une qui est due à la vitesse 
actuelle de ce corps j l'autre qui provient uniquement des 

4r 

forces accélératrices qui le sollicitent : et comme A" -j- et 

Y ~ sont les composantes des forces X tX Y dans le sens 

de la normale , cette dernière partie est la sonune de ces 
composantes. Or il pourroit arriver que le corps ne fût 
soumis à l'action d'aucune force accélératrice j son mou- 
vement ne seroit alors dû qu'à une impulsion primitive , et 
seroit uniforme (204 ; 2^.)^ alors la pression se réduiroit à 
la première partie et on auroit 

N=~ouN=^^ (x') 

h étant la hauteur due à la vitesse v. 

Cela posé y si on conçoit que le mobile est lié à l'une 
des extrémités d'un fil inextensible dont l'autre est fixe , 
il est clair qu'il décrira la circonférence d'un cercle avec 
une vhesse constante, et que la tension de ce fil sera donnée 
par l'équation précédente } on a nommé cette tension 
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Force Centri/u^* Cette force repose sur la double notion 
d*un niouYemcnt uniforme et circulaire^ et sa dénomination 
vient de ce que le mobile tendant par son inertie à se 
mouvoir en lîçnc droite ^ il ne peut être contraint à dé-* 
crire une courbe sans faire un effort continuel pour s 'échap- 
per par la tangente ^ et s'éloigner du centre de son mou» 
vement {*)* 



(*) On pêiil aîséfuesni parvenir î't la valeur de la force ccniri- 
fuge sans le secoure ât rcquarion (/) , «l même trouver par li 
une autre dëtn on si ration de cette formulei Soie AME la cîrcon-fi|, lofi 
fërence qu'un point înalériel décrit en vertu d*une impuUioti 1 
la^fîies^e V sera constante ; stiH A le Lîeit du mobile i un iQStanl 
quelcotiquc : &'it devenait tout— è-caup libre i il parrourroÎE la 
tangeote j4 T tiniforoiéineat : et pendant l'instant dl , il décrîrûU 
Tcspace ^f^ vdu Mais la force centrale N qui ramène le point 
dans le ct^rcle^ faManC parcourir pendant Je tcms dl [^espace Au , 
le mobile devra dt^cnro b dia;;ooale Ad du parallc^logramme/J , 
et le point d devra èireaur b circonférence : cela post: par la naT 
ture dç cette courbe on a {ùdy = AhX^^i or comme Ad c^t in- 
£iiiment petit ^ bE équivaut h ^ % AB = %R ; ainsi (bd)' ou 
v^di^ = aJÏ X Ab. Mais la force accéicratncc JV, suppoiëecona— 
tante pendant le tem* i j feroit parcourir l'espar* {\^<4) \ Nt* » 
donc pendant Tin s tant di , elle fera effective ment décrire l'espace 

\Ndt^ = w4l^ ; on a donc ¥' = R >i A% d'où N=i ^. 

S'il &*agis5oit d'une courbe quelconque parcourue en vertu 
d'une impulsion, tout ce qu*on vient de dire auroii encore lieu, 
car â iliaque instant le corps peut être suppos(? parcourir le cer- 
cle oscubteur de cette courbe* Ainsi b force ccotiifuge varieroit 
ù chaque point , et iV'quation (j/) lui scrriroil encore de mesure 
en désignant par R le rayon d,e courbnre. 

£Dfm 51 le corps est soumit i raetion de forces accéléra- 
trices, sa vttesse étant r ad tiout du lems /, si ces forces ccstoient 

loui-à-conp leur action ^ la pression sur la courbe seroit - ■0' J 
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fit:, 109 008. Si le mobile n'est soumis (jii'à la force accfl<?ra« 
trice (le la j)csanteur, soit CR la courbe (ju'il est assujetti 
a (Iccrirç ^ MP vertical et z=zj^ ^ AP == :r ; on a alors 
A* = o et F = g y la valeur de la pression devient 

"o" + ^^7 ■ • Supposons que le mobile avoit en C sur U 

courbe une vitesse due à la hauteur // , il aura en M la 
vitesse due à la hauteur // + j^ , (1921) j d'où k* = ag (A + J") » 

et la pression = j. + g^^j-* 

Pour trouver la courbe sur laquelle la pression est la 
même pour tous les points , il faut donc regarder cetto 
quantité conmie constante , et intégrer. Le rajon de cour- 
bure pris dans Thypothèse de ds constant a pour valeur 

„ drds , 

ti = —^ — ; donc il s agit d'intégrer réquation 

2 (Ji +j) d^x + dxdj = Cdjds. 

Le facteur \ {h -f-^) ^ la rend intégrale , et comme ds est 
constant on a (en intégrant par parties) 
. ( C\/{h +j)JrA)ds = ^(A +jr)rfx (i). 

dx 
G)mn«e en général — est le sinus de Tangle que la courbo 

fait en un point quelconque avec la verticale , et qu'on 
connoit au pointa la valeur de ce sinus } cela sert à déter- 
miner la constaïUe A que nous regarderons comme connue* 



cette pression doit d'ailleurs ctre augnientce de la somme dci 

Xdy Y>1^ , , .... „ , „ 

composantes j\ et — 7 — des lorces arcelcralrices JlL et JT 

dans le sens de la norpiale. On doit donner le signe — à la com^ 
posante de X" parce qu'elle est dirigée en sens contraire de celle 
de y, et on retrouve Téquation (v') parce que la force iVesl 
é^ale et opposée & la pression. 
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En quarrant et mettant pour ds^ sa valeur dx^ + dj^ , 

on trouve une équation très-facile à séparer , de sorte que 

l'intégration n'oflre plus de difficultés. 

Si la vitesse initiale étoit nulle , on auroit 7i = o , d'oîi 

on tircroit A =z Oy en faisant dans l'équation (i) ; A et j^ 

nuls. On auroit donc Cds z=z dx , en divisant par y^j'f 

donc (1 -~C)dx^= C-dj* , d'oux= 2!c«) ' ^ 

constante est nulle , parce que :r = o donne j^ = o. Ainsi 
ia courbe dégcUe pression est ici une droite qui fait avec 
la verticale un angle dont le sinus est = C ) il faut que 
l'on ait C< I. 

209. La théorie des frondes est renfermée dans les équa- 
tions (x') y y étant la vitesse d'impulsion , et /l la longueur 

y^ 
constante du fil . la tension de ce fil est •=-• Si donc le fil 

A 

ne pouvoit résister à cette tension ^ il se romproit. On voit 
de plus que , 1°. à vitesses égales deux frondes font éprou-* 
#»er à leurs fils des tensions réciproques à leurs longueurs; 
2". à rayons égaux , les tensions sont entr' elles comme 
les quarrés des vitesses. 

210. Si dans {x') on fait A = ^ jR , on a iV = ^, et la 
force centrifuge devient égale à la pesanteur g : ainsi un 
corps pesant attaclié à l'une des extrémités d'un fil fixé par 
son autre extrémité ^ tendra ce fil avec la même force que 
s'il étoit suspendu verticalement ^ pourvu qu'il se meuve 
siu" un plan horisontal avec la vitesse qu'il acquerroit, 
en tombant d'une hauteur égale à la moitié de la longueur 
du fi!. 

Gomme la terre a un mouvement de rotation autour 
de son axe^ toutes ses parties sont animées d'un certain 
degré de force centrifuge, lequel est plus ou moins grand, 
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selon qu'elles sont plus ou moins éloignées de l'axe, Souf 
l'cquateur les points sont à la plus grande distance de 
l'axe j cette force , directement oj)posée à celle de la pe» 
santeur y doit donc la diminuer davantage qu'en tout autre 
lieu ) et quant aux lieux intermédiaires entre les pôles et 
l'cquateur y la diminution de la pesanteur doit être moins 
sensible , à mesure qu'ils sont plus près des i)ôles. Au 
pôle , la force centrifuge est nulle, et les corps out le môme 
poids que si la terre étoit immobile. 

Il suit de là que si la terre a été fluide dans l'origine , 
elle n*a pu conserver , en vertu de son mouvement de 
rotation , la forme sphérique que l'uniformité de la pe- 
santeur tendoit à lui donner. Car les parties plus proches 
de l'équateur pesant moins que les autres , il en a fallu 
davantage pour servir de contre-poids : il a donc fallu que 
cette masse prit la figure d'une espèce d'ellipsoïde , à-peu- 
près semblable à celui qui seroit engendré par la révolu- 
tion d'une ellipse autour de son petit axe. C'est aussi ce 
que l'expérience confirme , car raplatissement vers les pâles 
rend Taxe de —* moindre que le diamètre de l'équateur, 

A l'équateur les corps décrivent dans chaque seconde 
décimale un arc de 4o''';ii. de la circonférence de l'équa- 
teur , dont le rayon est de 6 SyS 800 mètres environ) pen- 
dant une seconde ^ les corps tombent sous l'équateur de 
S^^^ôS : ainsi la force centrifuge est à la pesanteur dans la 

rapport de ■ ^ ■■. La première de ces deux forces dimi- 
200,4 

nue la seconde , et les corps ne tombent qu'en vertu de 
leur différence. Nommons donc gravité la pesanteur en- 
tière, la force centrifuge est à Téquateur environ le aSg*. 
de la gravité. Si la rotation de la terre étoit dix-sept fois 
plus rapide , l'arc décrit dans une seconde sous l'équateur 
seroit dix-sept fois plus grand ) la force centrifuge seroit 
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alors é^ale à la gravité, et les corps ccsseroicnt de poser 
fiur lu terre à rcMju.itciir. 

9.1 ï. Supposons cprun corps tourne autour d'un axe 
fixe 5 prenons un point à Tunité de distance de cet axe , et 
comparons les vitesses des autres points à celle de ce der- 
nier , qu'on a nonuui^e 7'i/esse angulaire (197)/ c'est la 
vitesse absolue du poinl situé à Tunité de dislance de l'axe 
de rotation. Or les circonférences , et par consc<jucnt les 
vitesses des points qui les parcourent, sont entr'cUes connue 
leurs rayons : ainsi v étant la vitesse angulaire , on aura 
pour la vitesse v du point distant de R du centre de ro- 
tation , K = /î« , et sa force centrifuge sera A' = /î»" j on 

y N 

tire de là » = -j7 , et » = ^ — : ces valeiu-s nous seront 

utiles par la suite. 

Lorsqu'un corps tourne autour d'un axe fixe ses divers 
points sont animés de vitesses de rotation , et les forces 
centrifuges (jui en résultent sont utiles à comparer entre 
elles. Soient /{ et R' les distances do deux points à l'a^e; 
y et y' leurs vitesses ) f^^f* leurs forces centrifuges , on 

£ifzs> -^ yf^ -=. -ôT' -Mais puisque le mouvement de ro- 
tation ([ui anime le corps fait parcourir en même tems aux 
deux points que nous considérons les circonférences dont 

R et R' sont les rayons, on a visiblement — - = — ) donc 
y'^R"^ J'R^ ^ fR .. ^ f R 

''= nr-^-RT'^ ''^=w^ ^^"7 = s^- 

Ainsi les forces centrifuges des divers points d'un corps 
tournant autour d'un axe sont proportionnelles à leurs 
distances à cet axe. 

Cette conséquence résulte également de l'équation 
A^ = R»% puisqu'elle donne /= iî»' et f = R'u^. 

52 
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Ainsi lorsque la terre circule autour de son axe sa rota- 
tion diurne , la force centrifuge de Tiin des points de sa 
surface est proportionnelle à sa distance à Taxe de la terre , 
c'est-à-dire, au cosinus de sa latilude. Il suit de là que pour 
avoir la force ccnlrifuge absolue de ce point, il faut uiul- 
ti]>lior la valeur trouvée ci-ilessus poiu' la force centrifuge 
à l'équaleur , par le cosinus de sa latitude. 

\III. Du inouyernent d un point assujc/ii à parcourir une 
surface courbe^ 

21?.. Concevons maintenant un point matériel as^jujetti 

à se mouvoir sur une surface courbe donnée , dont nous 

représenterons rétjuatiou par z :=f{.r y j) : il sera aisé 

d'eu conclure iVquatiou dilTérentielle dz := pdx -^ qdy ^ 

p et </ étant les coeflîciens des différences partielles de z 

prises respectivement par rapport à x et à ^7". Nous ferons 

pour abréger J^I = V ( i -f-/^* + (J"") : or on sait( voyez. 

les feuilles de AJon^^c , n"* 5 et 4 , X ) que la normale 

à une surface combe fait avec les axes des x , j' et z^ des 

p (] I 
auï^lcs dont les cosinus sont —77 » —tt y -r# • Observons 
° M M M 

que tout ce qui a été dit n**. 202 , du mouvement d'un 
piunt sur une courbe plane y de la pression qu'elle éprouve, 
et de la réaction qu'elle exerce, peut aussi être dit dans 
le cas actuel. D'aprcs cela, si on iiîtroduit la force N 
dirigée suivant la nt)rmale, égale et opposée à la pression , 

ses composantes dans le sens des axes seront — irry — aT> 

et — rj \ nous alYeclons ces deux preniicres de signes né- 
gatifs, parce qu'elles tendent à diminuer les coordonnées 
X et j-, en supposant que la surface courbe trouve sa 
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convexité vers les plans xz et j'z, ainsi qu'il est facile de 
s'en conviiincre. On pourra donc regarder le point mobile 
comme libre; et sollicité par les trois forces accélératrices 

X— -^ y Y— j^, et Z+ — : on aura donc, 

au lieu des équations ( b^, c')j les suivantes 
d'x _ Np 

£L = y-^) (r% 



On suppose ici dt constant j il seroit facile de faire toute 
autre hypothèse. 

21 5. Les é<jiialions (^;') ont le même usage que les 
fonuulcs («') , cl servent à donner toutes les circonstances 
du mouveiiienl du mobile. En erfet , si on multiplie la 
première par dx , la seconde par </)', et la troisième par dz j 
en «ajoutant; iV disparoitra à cause de dz^=i pdx -^qdj-^ 
et on obtiendra Téquation (r/'), en suivant le même calcul 
qu'au n**. i(S8 j d'où il résulte que toutes les conséquences 
énoncées n**. 9Xh\ ont également lieu ici. 

De plus , si on nmltiplie les équations {y') respective- 
ment par — p ^ — <7 et i , en ajoutant il viendra 

Mais si on observe que Af» = i + /?■ -[- </' 5 et que 

dz = pdx -+• qdjy donne , en différentiant • ,. 

d^z zzip.d'x -+- ff*dy + dp,dx + dij^dj" : on aura 
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d'où on tire , à cause de df = vdt 

^- — 'M:d? ^ — M — '^'^' 

Il scroit ais6 de dcdigre de ces formules celles que nous 
avons trouvées lorsque Torbile est plane; mais nous ne 
nous y arrêterons pas, parce <{a'il n'y a ni intérêt ni dif- 
fîcullo. Nous ajouterons seulement que dans chaque cas 
particulier , il est plus couAcnable de trouver la valeur de A^, 
en faisant le calcul précédent sur les équations qui tiennent 
lieu de celles {j'')j que d'employer la valeur {z'), La 
même observation doit être faite pour la fornuile {df), 

214. L'usage des équations {j') et {z*) est le mémo que 
précédemment. L'écpiation {d') donnera d'abord la vitesse y^ 
à l'aide de laquelle et de celle de la surface ( qui donne 

p, Çj M y -T— » —7^ 9 -7— en fonction de ^et r), on 
' ^ ' dx ax dx ' 

obtiendra A": enfin les formules (j*') serviront, concurrem- 
ment avec l'écjuation de la surface, à déterminer le lieu 
du mobile et la courbe qu'il décrit. 

Pour appliquer ces principes à un exemple , concevons 
Tiu. iio. une parabole BAC qui tourne autour de sou axe vertical 
AD \ le paramètre étant 2«, la surface engendrée aura 
pour équation , en prenant le point A pour origine, 

2«2 = j:"+^*, d'où êLdz-=^ xdx ^jdj ., , • (i)* 

On tire de là /> = — , 9= ^ , yl/ = l/ ^i + — Y 

Supposons donc qu'un point mobile pesant reçoit une 
impulsion quelcon(jue , et est assujetti à se mouvoir sur 
le paraboloïde , on aura A'^= o, K= o qX Z =— ^, et les 
équations (j'') seront ici 
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L'équation (J') donne i''' = iig(fi — z), à cause de c^=z — g] 
h est ici une constante qui dépend de la vitesse initiale. 
Cette expression s'obtient d'ailleurs direclenienl en prati- 
quant le calcul du n"*. ifiS : il consiste à multiplier res- 
pectivement Les équations (2) par dxj dj' et dz, puis à 
ajouter et intégrer, ce qui donne 

Eliminons N entre les deux premières équations (2); nouj 
aurons xd^y-'^jd^x = o^ d'où 

xdjr — jrdx = CdL 

Ainsi le principe des aires (170) a lieu dans le sens liorî- 
sontal y ce qui étoit facile à prévoir. Le quarré de l'équa- 
tion précédente retranché de celui de l'écpiation (i) donne 
«•^z'+C^J/'SsCx^+j-») (</x»-f-<Y;'«)j or ar»+j-«=2iczj 

^11- .• .-^ 1 dx--^dr ,, , rfz* . 

de plus 1 équation (d) donne j^ :=.o.g[ii — -)"" -77 î 

donc en substituant 

d'oîi 

dt V \ u^+9.uz 5 

Par Tintéf^ralion on déduira z en fonction de t ^ et par 
suite toutes les autres circonstances du mouvement. 

C'iîSt ainsi, par exemple, que pour obtenir la valeur 
de la pression A', il faudroit multiplier respectivement les 
équations (2) par —a*, — /• et « , puis ajouter 3 il viendroit. 
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à cause de la diffcrentiellc de r^juation (i) 



dl- 



= — g* + iV^/ («» + 31 ùLZ)* 



McUant ici pour le premier membre sa valeur tirée de la 

dl'- 



formule (5) , ainsi que celle de -^ ; on a enfin 



i\ ^ j . 

Si on fait -y- = o , on aura les points où la liauleur z 

est un jnaximurji ou un Tuinimum ; on obtient par li 
dcu3L valeurs de z <pii sont 

Ces valeurs Si^nl iiicj-jales , Tune se rapporte au maximum 
et l'autre au minimum : ces quanlilcs dépendent des cons- 
tantes C et // y <jui sont relatives aux circonstances ini- 
tiales du niou\ cnicnt. 

On peul déterniiucr ces ronslanles <lc •manière à satisfaire 
à ccrtiuncs conditions : si, par exemple, ou veut rendre 
les doux valer.rs de z égales, ce rjui exijrc que A'-'a^i^z 6**, 
alors il est clair que Tc/rbite e^l un plan l:«jr'sonlal , et 

Tij. iio, connue z :^=^ ; son élévation constante JlD au-dessus 

2 

du plan X)' est connue. Le niouvenient est alors renfermé 
dans les é(|ual.'ons 

Xiî)—jdxz:=:C\Uj h'cL^^^^LC'y x''-{-j''r:iuh. 

Comme les coordonnées polaires sont plus commodes, 
prenons run^inc au centre U de Torbite circulaire^ 
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cVst-à-Jire , au point où son plan rencontre l'axe des z j 
le m von est DC= OF ■=. \^' {nh)) pour cli.-ïn.^er de 
coordonnées , on fora donc x = y/ ( « // ) X cos ^ , 
j- = \/ ( «// ) X sin é , I rln»it Tan^le LOF fcrnu' p;ir le 
rayon vecteur OE avec Taxe des x OF : notre première 

ctjuation dc\ient par là a/i.dù = O//; cl counue --7— 

est la vîtcssL* angulaire, on voit qu'elle est constante, ce 
<jai indiqir qu'alors le niouvenienl est uniforme. Comme 
Cz=ili . y/' {ag)j on voit même <juc la vitesse angulaire est 

r= ¥/ ( -^ j y valeur ind(M)cndante de Ji y et qui fait 

voir que pour le même paraboloïde celte vitesse est cons- 
tamment la nicmc, quelle que soil la hauteur AD de rorbite 
au-dessus du plan xj\ 

On pourroit également appliquer la théorie au cas où 
ré(}uaLion de la surface seroit implicite ^ c'est ce cpi'on 
Ta faire voir par un exemple. 

21 5. Prenons pour seconde application le pendule à 
oscillations coniques. Concevons un fil inextensible et 
sans pesanleur , dont Tune des extrémités est liée à un 
point matériel pesant , et dont l'autre bout est fixe. L'ori- 
gine étant en ce dernier point la surface de sphère que le 
mobile sera assujetti k parcourir aura pour équation 

^*+J* -+--'='•% à'o\xxdx-\-j'dj'}r zdzzno.... (i), 
r est la longueur du pendule. Prenons Taxe des z vertical , 
et comptons les z positifs de haut en bas. On a ici 

X^=, Oy F=o, Z=^:de plus /^ = , ^ z= — — 

z z 

f 

et i(f = — : les c(]uations {j^* ) deviennent ici 
d'x Nx dy Nj d^z Nz 
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L'tkjualion {d') donne y* =: zg (z — //) , h ëtant une 
constante qui dépend de l'înipulsiou initiale qui peut avoir 
été donnée au mobile dans une direction quclcontjue. On 
peut aussi traiter directement les écjuations (?.) en suivant 
le procédé du n**. iG8 : multiplier la première par dx , la 
sccr)nde par Jy , la troisième par dz , ajouter cl intéjjrer j 
ce <|ui donne 

dx^ + dr^ -^dz^ 

^, = 2g(z-/0 = P*.... (5). 

Pour (jLlenir la valeur de A^ je multiplie respectivement 
les équitions (-?.) par x^j' et z, ajoutant, et ajrant égard 
à la différentielle de l'équation (i) on trouve 

— -7-5 =zl\r^ gz 'y et enfin on a la prcs^ 

sion = . Sans chercher à introduire cette va- 

r 

leur dans les équations (2) , pour éliminer ensuite , afin 
d'obtenir des équations entre doux des quatre varialdea 
X jjy z ci t y on peut ('liminer N entre les deux pre- 
mières. En effet il est aisé de voir que , comme la gravite 
n'est pas dirigée sans cesse vers Torigine des coordonnées, 
il est vrai que le principe des aires n'a point beu : mais 
on doit trouver qu'il existe dans le sens horisontal , puis- 
qu'aucune force n'agit parallèlement au plan xy-. Multi- 
plions donc respectivement par y et par x les deux pre- 
mières cKpiations (2) ; soustrayons el intégrons , il viendra 

xdj' *^^j'dx = jfldt (4) 

A étant une constante arbitraire. Les trois équations (a) 
sont donc remplacées par les expressions (i), (5) et (4) qui 
sont du premier ordre , et doivent servir à déterminer les 
valeurs de .r , j' et z en fonction de l : c'est ce que nous 
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allons voir. Elevons au quarrë xdx + j'cf/' = •— zdz , 

et la formule (4) y .puis ajoutons } nous aurons 

(^* + y) {d^^ + ^") = •^'^'' -f- -2"^-* J mais 

substituant et transposant on trouve enfin 

dt = — ^<fe /gv 

Nous mettons ki le signe — , parce que nous supposons 
que les tems sont comptés à partir de l'instant oii le mo* 
bile est au point le plus bas de son orbite ; ce qui exige 
que / croisse, lorsque z décroît. 

Cherclipns niaintcnant les maxima et niininia de z ; pour 
cela il faut faire dz = o. L'cquation (3) donne ydv zz. gdz , 
on a donc «dors dv^=zo) ainsi en ces points la vitesse est 
aussi un maximum ou un minimum, dz rzz o donne 
2g (r* — ^^) (j — ^) — . ^* r=: o , et en développant 

Cette équation a au moins deux racines réelles y car l'or- 
bitiî a nécessairement un maximum et un minimum, puis- 
que le mobile parcourt la sphère. Or les imaginaires étant 
toujours en nombre pair (Compl. d'alg. de Lacroix ^ /\o) ^ 
notre équation doit avoir ses trois racines réelles , et tom- 
ber par conséquent dans le cas irréductible : de pins une 
seule est négative , d'après Vordre des signes ( Conipl. , 45 ). 
On peut donc en désignant par a, 6 et ^—c ces trois racine» 
écrire notre équation sous la fonnc (z— <») (-5 — b) (z+0= o, 
Ojbeic étant des iiombrés positifs. Si on exécute les mul- 
tiplications et si on compare , on aura 

35 ^^ 
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La seconde donne 

r^ + ab 
c = — — T- (o). 

o . . j , f a*-4-û6 + 6* — r« 
oiLDsUtuant dans la prenuere on a /i = r : 

25^ (r* a") (r* — ^*) 

enfin la dernière donne A^ = -2-^ ; . 

a 4- 6 

Voilà par conséquent les constantes A ci h y déteraunées 

en fonction de r, a et fc : c est une fonction connue de ces 

mêmes quantités : ^ et a sont les z du point le plus élevé 

et du point le plus bas de Torbite. Introduisons donc a, 

^ et c au lieu des arbitraires A tih y dans l'équation (5) \ 

elle devient 

di = :zl± (7). 

v/{2^(a-^)(z-6)(z + c)} ^7; 

La résolution du problème dépend de l'intégration de cette 
formule. En effet supposons que z soit connu en fonction 
K^. 96. de / : soit DCM la projection de l'orbite sur le plan xf J 
M sera celle du mobile au bout du tems /j A est le centre. 
Faisons l'angle MAP = ;t; et AM :=. g j comme AP^=:.x 
et PM =^ , le triangle MAP donne 
rr = / cos ;t;, j- = ç sin ;t, /» = a:« +j-= r» — 2% 

Ces valeurs étant introduites dans l'équation (4) donnent 

Adi 
g^d^ = Adty d'où d^ s: ^ : en intégrant on aura 

donc Xf ^^ P^ ^^^^ X et j* en fonction de /. 

Pour avoir le lems de la demi-oscillation , c'est-à-dire, de 

celui que le mobile emploie à parvenir du point le plus bas 

au point le plus élevé de son orbite , il faut intégrer l'équa» 

tion (7] entre les limites z =a, et z= 6. Pour cela supposons 

a — z 

sm" ê = r-. 

a — 6 

Cette transformation est destinée à faciliter l'intégration ^ 



Mouvement sur une surface. hBq 

elle est d'ailleurs légitime } car comme le mobile ne doit 

jamais sortir des limites z = a et z = ^ ^ la nature de la 

question exige qu'on ne puisse jamais avoir z >> 6 et 

£<<a^a— -zet a— 6 sont donc positifs. De plus z passe 

a "— z 
par toutes les grandeurs entre a et fr , comme 7 passe 

de o à I y sans sortir de ces limites qui sont aussi celles de 
sin é. Les limites sont remplacées par sin é = o , et 
sin é = It I . 

Il est aisé de voir qu'on a z = a cos* é ^ b sin» é j on 
tire delà les valeurs dedi,a — z,z — b^ et z -{- c] qid 
sont 2 sin ê cos é(b^^a)diy (a — b) sin» é, (a— b) cos*é et 
I — y ^ sin* é _ , 

a* — b* 
(a + by + r'—b^ ^^*' 
en substituant dans l'équation ^ on trouve 

^ l6^'('* + ^)* + r-— ^'i \/(i — y- sin* é/ 

^ V \g{a — b)J V/(i — y» sm* é) 
La formule de Newton donne pour le développement de 

<i — y*sin*0"* 

I . . i .5 ^ . , I .5.5 - . , 
1+ — y*sm»é-|-i — -y^sm^^H ; — r.y'^sm^é^-eU:. 

!1 2.4 2.4*b 

Ainsi on n'a à intégrer que des termes de la forme 
</0,sin'"0 : or les formules connues (Cal. int. élém. de 
Lacroix , 2o5 ) donnent 

ycft.sin'^^= ^.cos^sin'"-«^-f-!^ilI^ /jtf.sin'"'-* I, 
m . m J 

Nous n'auroDft point égard ici au premier terme de cette 
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mlégrale ^ parce qa'il est noi aux deax limites déiignëes. 
Ub calcul semblable à celui du n^. ig6 donne enfin 



/ 



, . _ 1 .5.5 . . .fm— i) 

2.4.0 ... m 



Or maîntenant les limites sin 4 = o ^ sin é rr ± i ; ne 
xk>nnent pcmr i que les valeurs ind^teruiinées ê^zzÂWf 
4 = i {jm + 1) ir y kei H étant des nombres - ealii^rs quel- 
conques ) cela fait voir que le mobile devra passeï' une iaii- 
mté de fois du maximum au miuiuuim de z : cela s'ac- 
corde avec la théorie des oscillations (194)* Pour obtenir 
les tems qui s'écoulent entre ces divers passais ^ il £au<- 
droit prendre tour-à-tour ^z=r{-9r,=|«,s:i|îr, ... , 
quantités qui différent entr'elles de «• 5 et conunc 4 n'entre 
dans notre intégrale qu*à la première puissance y il est clair 
que les tems de^ oscillations sont égaux cnlr'eux. 

Pour aroir le tenu de Toscillation entière ; il faut prendre 
pour limites d=:o et 0=:ir;Cc qui donne 

'=->/^,=< {■+G)V(^):-<^M. 

On peut déduire de cette formule les oscillations dans 
un cercle rerlical} car comme la projection de Porbite 
sur le plan xjr est alors une droite , on a // sto ica re- 
montant aux valeurs précédentes ^e A j h Qi c y on voit 
qu*on a a = r, // = ^ , .et c = r : telles sont les valeurs 
de z qui répondent au maximum et au minimum 5 on a 

aussi y* = . En substituant , la valeur de / cindessus 

2r 

conduit à celle du n*. 196. Dans le cas des petifcs oscilla- 
lions, ■ est une fraction très-petite , et qui est né- 

gb'geable : ce qui donne de nouyeaii k Sbfniule: («' y igS). 
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216. Nous ne dirons rien ici du mouvement d'un corpt 
assujetti à jMircourir une courbe k double courbure ; car 
cette courbe étant en général donnée par deux suriacei 
courbes dont elle est Tintersection , le corps est assujetti 
à rester sans cesse sur ces deux surfaces. Il seroit donc 
aisé d'appliquer ici à ces deux surfaces , les raisonnemens 
qu'on a faits (212) pour une seule* Il y auroit alors deux 
pressions normales , et le calcul seroit analogue au pré-> 
cèdent. 



mG/v Dynamique. 

tcsscs A rei k' F* doivent être égales , et on a A ^ = Ar' f^. 

En mettant pour k et k' leurs valeurs — et , on trouve 

^ mm 

que les forces impulsives sont égales , et que par consé« 
quent il y a équilibre, lorsqu'on a MF -=1 AT F^. 

Il est vrai que notre démonstration suppose les masses 
commcnsurables y mais on pourroit aisément faire voir y 
par Tabsurde y ou par la méthode des limites y qu'elle a en- 
core lieu dans le cas contraire : ainsi nous ne nous y arrê- 
terons pas. Nous ajouterons seulement ici que comme les 
vitesses V et F' sont dirigées en sens contraires , il faut 
re'^arder leurs valeurs comme affectées de signes difterens : 
nous mettrons donc l'équation précédente sous la forme 

MF+ M'F' = o (a"). 

Bien entendu qu'il faudra prendre F et F' avec les signet 
qui leur sont propres y d'après les sens suivant lesquels ces 
vitesses sont dirigées. Celte manière d'envisager la chose , 
est plus convenable que la précédente y puisque l'équation 
MF'=- M* F' n'exprime pas que les corps marchent en 
sens contraire \ tandis que par là l'équation (a'') renferme 
cette condition. 

On a donné au produit de la masse par la vitesse le 
nom de quantité de mouvement \ de sorte qu'on dit que 
deux corps qui se choquent en allant en sens contraire, 
restent en équilibre lorsque leurs masses sont en raison 
inverse de leurs vitesses , ou , si on veut , lorsque leurs 
quantités de mouvement sont égales» La manière dont 
nous avons démontré ce théorème fait voir que l'équilibre 
n'a lieu que dans ce cas y et que y par conséquent y la pro- 
position réciproque est vraie. Il suit aussi des raisonnemens 
précédens que les forces ne sont proportionnelles aux 
vitesses qu'elles inipnnient que lorsqu'elles agissent suf 
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des masses égales t mais que lorsque les masses sont iné* 
gales ; elles sont proportionnelles aux quantités de mouve» 
ment , c'e8^sMiire, aux produits des masses par les vitesses : 
de sorte que dorénavant nous mesurerons la force d'un 
corps en mouvement , par le produit do sa masse pot 
la vitesse dont elle est animée^ 

ai 8. Passons maintenant au cas où les forces ne sont 
pas égales^ alors la masse M ne fait plus équilibre à la 
niasse JU' y mais comme on a dit qu'on pourroit regarder 
à l'instant du choc les deux corps comme }uxtà«^poséS; en 
repos et recevant dans cet état les impulsions qui les avoient 
animés j on voit que MV tX M* V étant ces deux forces, 
le système est composé de la masse M -^ M' en repos , 
sollicitée par la force MF— M' P^ ou plutôt il/ r+AT V'^ 
parce que nous devons regarder V^ comme négatif. La 
même chose auroit lieu si les forces agissoient dans le 
même sens , seulement F^ seroit ici positif. Soit y la vitesse 
inconnue conmiune aux deux corps après 1^ choc ; la force 
capable de communiquer à la masse il/+ AP cette vl<» 
tesse ¥f est évidemment (M + M' ) y} donc on a 
(Af+Af')f'=ilfr+il/'^j d'oii 

MF+M'F 



M-^M' 



{bf). 



Cette formule* a lieu, toit que les corps aillent dans le 
même sens, soit qu'ils aillent en sens contraires, parce 
que dans ce dernier cas , la valeur de f^ est négative. Si 
le corps M' était en repos , il sufliroit de faire F=zo} 
car il est visible que la force MFàeyroiX mouvoir la masse 
M+M' avec la vitesse r; ce qui donne {M-^i^M') r=MF^ 
d'ob 
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Ainsi la formule (i") renferme tous les cas possibles du 
choc de deux corps ^ soit qu'ils aillent dans le môme sens, 
soit qu'ils marchent en sens contraire , soit enfin que Tun 
d'eux soit en repos. 

219. La formule (6") fournit quelques conséquences 
importantes. 

1®. Prenons d*abord le cas oii ^^=0, qui est ren- 
fermé dans Téquation (c"). On voit qu'on a v < F) ainsi 
lorsqu'un corps est en mouvement dans un fluide en repos, 
sa vitesse doit diminuer à chaque instant , puis(|u'il choque 
les particules de ce fluide , et les déplace pour se faire 
un passage. Ou voit aussi que plus M' croît , et plus 
V décroît j de sorte que si M' est infini par rapport à M y 
on a f' = o. C'est ce qui arrive lorsqu'un corps pesant 
frappe la terre en tombaut , et on voit qu'il seroit absurde 
de dire que ce choc déplace notre globe. La même chose 
arrive lorsqu'on frappe un édifice , ou quelqu'autre corps 
dont la masse* est considérable : le mouvement du corps 
choquant est détruit sans qu'il en passe aucune partie dans 
le corps choqué : cela est même indépendant du frotte- 
ment ou de l'adhérence de celui-ci à la terre.' 

2". Observons que dans. le cas ci-dessus., où le corps M' 
est en repos, M^ qui a la force MV ou {M-^M')vj 
perd, par le choc, la quantité de mouvcnieut .MWy puis- 
que celle qui lui reste est My. Or M' acquiert par le 
choc précisément la force M'y qu'd a fait perdre à M* 
Cette perte de force dans le corps AI annonce que M' 
a opposé une résistance au mouvement, et cela indépen- 
damment de la pesanteur et de tout autre obstacle. Cette 
résistance qu'un corps oppose au mouvement, est ce qu'on 
a nonnué Force d'inertie : cette dénomination est vicieuse , 
en ce qu'elle tend à faire croire qu'un corps en repos a 
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«n lui-ménic une force particulière destinée à s'opposer 
dans tous les sens à celles qui tcndroient à le mouvoir^ 
mais il n'en est pas ainsi, et il est visible cjuc celle force 
d'inertie n'est que le nioven de communication de mou- 
vement d'un corps à un autre. Tout corps résiste au 
mouvement, et c'est en résistant qu'il en reçoit 5 de plus, 
il en reçoit préciséihcnt autant qu'il en détruit dans celui 
qui agit sur lui : de même qu'un vase ( pour me servir des 
e!cpressions de Laplace ) se remplit aux dépens d'un vase 
plein qui comnmnique avec lui. £n un mot , la résistance 
que les corps opposent au mouvement n'est qu'un eflot 
qui dérive de ce principe général, Vaciîon est égale et 
opposée à la réaction. Nous nommerons Inertie cette 
résistance que les corps en repos opposent au mouvement, 
et comme elle est égale à M'y , ou voit que V inertie est 
proportionnelle à la niasse , et par conséquent au poids 
du corps , bien qu'elle soit enticrcuient indépendante do 
la gravité. 

5**. Si les corps M et M' ont des masses égales , et 
vont en sens contraire, on a vz=z\{ V — V) , ainsi la 
vitesse après le choc est la moitié de la différence entre 
les vitesses imprimées^ elle est de plus dirigée dans le sens 
du plus prompt des deux mobiles. 

4*. Le centre de gravité du système de deux points 
matériels qui se choquent jouit d'ur\,e propriété intéres- 
sante, qui tient aux grands principes de la Mécanique, 
et qu'on a nonmiée Conservation du centre de gravité : 
voici en quoi elle consiste. Prenons sur la droite que dé- 
crivent les corps un point quelconque pour origine des 
espaces , nonmions e et e' les dis lances des doux corps à 
ce point au bout du teins /, et A' celle de leur cenlre 

de gravite j on a (54, A'), A z= __-_.. On a 
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d'ailleurs pour les vitesses dont ces coips sont aniniës arant 

le choc V'==. —7-, f'= --7- ; à ce même instant, la 
ai ai 

dX MF+ M' r 
vitesse du centre de gravite est — - ou — ■ ^^ ■ ; 

et comme cette valeur est celle de la vitesse f des deux 
corps après le choc, on voit que la vitesse du centre de 
gravité est la même avant et après le choc. Nous ver- 
tons (260) que ce théorème n'est qu'un cas particub'er d'un 
autre qui est relatif au mouvement d'un système quel- 
conque de corps. 

220. Nous avons supposé y dans tout ce qui vient d'être 
dit, que les corps choquans étoient animés de vitesses 
constantes : or s'il n'en étoit pas ainsi y on chercheroit ^ 
d'après les principes exposés précédemment (i 55^, le tems 
et le lieu de leur rencontre , ainsi que les vitesses dont ils 
sont animés à cet instant : il sufTlt pour cela de connoitre 
les positions et les vitesses initiales des corps, ainsi que 
les forces accélératrices qui les sollicitent. Par là, on re- 
tomberoit dans le cas précédent , et on pourroit facilement 
déterminer la vitesse des corps après le choc. 

221. Nous avons trouvé (</, i5o) pour la valeur de la 

force accélératrice ç = --7- ^ mais nous supposions alors 

que les puissances agissoient sur le même corps ou sur 
àes masses égales. Maintenant les forces ne sont plus pro- 
portionnelles aux simples vitesses , mais bien aux quantités 
de mouvement } et nous ne pouvons plus introduire , dans 
les problêmes où il s'agira d'examiner l'action des divers 
èorps , la simple quantité ç , mais bien le prodm't mç de la 
force accélératrice ^ par la masse m sur laquelle elle agit. 
En effet , on a d^ssifdi , et pour l'élément de la quantité 
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de mouvement nuh^szm^ ^ c'est cette quantité qui niesure 
l'accroissement de la force dont le corps m est animé. Celui 
d'un autre corps m' j sollicite par la force ^' j scroit de 
même m'dv' =: m'ç'di. Pour que ces forces soient égales , 
on doit avoir mfdiz=z m'ç'dty ou mp ==: fn'^\ Ainsi on 
voit que le produit mf mesure l'intensité de la force Çf 
comme mv mesure celle de la masse m animée de la vi- 
tesse y. On nomme la quantité mp Force motaice^ c'est 
U produit de la force accélératrice par la masse qu'elle 
anime : de sorte que réciproquement pour avoir la force 
accélératrice; lorsqu'on connoit la force motrice, il faut 
diviser cellô-ci par la masse. 

222. Nous venons de faire voir qu'on a m^t pour 
l'élément de la quantité de mouvement : c'est cette valeur 
qui sert de mesure à la force d'un corps qui n'a encore 
qu'une vitesse naissante. Ainsi lorsqu'un corps m posé 
contre un obstacle est soumis à l'action de la force ç^ 
m^ est la valeur de la pression qu'il exerce : pareille- 
ment 7n§di est le poids du corps m, g étant la gravité. 
On voit que les pressions ne peuvent être comparées aux 
diocS; et qu'elles sont infiniment petites par rapport il 
eux : de sorte qu'on ne peut mesurer par des poids la force 
des corps en mouvement. C'est pourquoi un clbu entre 
assex avant dans un corps lorsqu'on le frapp«, tandis qu'un 
poids assez considérable ne produit rien. 

Comme on ne doit comparer que des pressions entr'eUes, 
il est alors inutile de prendre pour leur mesure la quan- 
tité vnfdt, et on peut employer m^ , puisque dt disparolt 

m^dt 
dans le rapport — ^ • Ainsi lorsqu'on cherche le poids 

p d'un corps, il est visible qu'on n'a pour but que de 
trouver parmi les corps connus celui qui exerce la même 
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pression verticale que celui-là : prenons ^ par exemple , 
des corps dont m' so'it la masse , et supposons qu'il faille 
un nombre k de ces corps pour mettre en équilibre le 
poids p à Paide d'une balance : il est clair qu'alors les 
pressions mgdt et km'gdt que ces corps exercent sur les 
deux plateaux de la balance sont égales^ et que nig^=k.m'g. 
Soit pris m'g pour unité ( ce qui arrive lorsque le corps 
m' est un gramme ou un kilograumie ^ etc.) , alors yng-=. k^ 
et A' est ce qu'on appelle le Poids absolu du corps , c'est* 
à-dire , le nombre de grammes qui exercent la nicmc pres^ 
sion verticale. Les forces que nous avons considérées en 
Statirpie, ne sont, à proprement parler, que de simples 
pressions , puisqu'elles s'en trcdétruisen t. 

225. passons maintenant au choc direct des Corps élaS' 
tiques y et avant tout examinons les circonstances phy- 
siques f[ui accompagnent le choc des corps à ressort. 
Lorsqu'un cori)s élastique va choquer un plan dur et iné- 
branlable, l'effet du choc force (*e corps à changer de 
figure} il $^aplaiit en se comprimant jusqu'à ce cpie la 
réaction du plan choqué ait éteint son mouvement. C'est 
alors que conmience le phénomène de l'élasticité. On doit 
le regarder comme produit par une force qui , agissant 
de Tinléricur du corps vers rcxtéricur, repousse les mo- 
lécules que la compression a déplacées , pour les remettre 
dans leur état primitif. Il arrive donc crue le corps se 
rétablit ; et si son ressort est parfait, la force avec laquelle 
ce rétablissement s'opère est égale et opposée à celle de 
la compression. Le plan sert alors d'appui j à mesure que 
le corps reprend sa figure , toutes ses parties reçoivent 
une impulsion eu sens contraire de celui du choc j il 
repousse donc le plan , ou , ce qui revient au même , il 
en est repoussé, et par conséquent il retourne en arriire. 

AppHquons ces considérations au choc de deux cor^^s 
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élastiques M et M' , qui sont anûnés des vitesses V et 
V dirigées dans le même sens. Af poursuit M' ^ et lorsque 
CCS deux mobiles se rencontrent ( ce qui exige qu'on ait 
f^> V')j'A% se pressent mutuellement jusqu'à ce qu'ils 
aient acquis une vitesse commune v : alors M a perdu 
la vitesse f^— v , tandis qu'au contraire M' a gagné la 
vitesse v — V . Dans cet état les corps ne se pressent 
plus j ils sont simplement juxtà-posés y et ils ont atteint 
leur maxinmm de compression. Jusqu'ici la force de res- 
titution n'a point été mise en jeu ^ et il est clair que tout 
s'est passé comme si les corps avoient été durs : de sorte 
que la vitesse v , qui est commune aux deux corps , n'est 
autre que celle dont nous connoissons déjà la valeur (^"). 
Mais tout-à-coup la restitution s'opère j les corps ne res- 
tent même qu'un instant infîniment court y dans cet état 
stationnaire qui sépare l'instant de la compression de celui 
du rétablissement. Nous avons dit que l'élasticité de voit 
être considérée comme une force agissant dans l'intérieur 
des corps vers l'extérieur : dans l'état oii sont nos deux 
corps , juxtà-posés et sans pression mutuelle , cette force 
exerce son action dans chacun d'eux y et son intensité est 
la même que celle avec laquelle ils se sont comprimés , à 
cause du ressort supposé parfait. On voit donc que le 
corps M' sera poussé par l'élasticité de M dans le sens de 
la tendance commune y et par conséquent devra gagner de 
nouveau la vitesse ^^ — f : tandis qu'au contraire le 
corps M sera repoussé en arrière par l'élasticité de M' , 
et devra perdre encore la vitesse V -^ v. Ainsi M aura 
perdu la vitesse 7. {F — 9) ^ ti M' aiu-a gagné celle 
2 (f — V^) : donc en désignant par u et u' les vitesses 
de M et AI' après le choc , on a 1/ = f^— 2( f^— v) y 

li = 2K — r, u' = !iy— y {d'f). 
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La valeur de ^ est d'ailleurs connue par l'équation (&''). On 
peut la substituer ici , et il vient 

**" M+M' *''"" M+M' 

Ces formules font voir que si les masses sont égales , les 
mobiles échangent leurs vitesses dans le choc , et conti* 
nuent ensuite de se mouvoir dans le même sens ; car 
Ar= M' donne u = P, et u' = F. 

224* Quand les deux mobiles vont en sens contraire^ ilsufHt 
de changer dans ces formules le signe de V ) ce dont on* 
peut se convaincre en reprenant tout le raisonnement ci* 
dessus* Le cas présent conduit à plusiaurs conséquences* 
1*. Si les vitesses sont égales , comme alors V z=z^^ V ^ 

conclut que M* arrêtera un corps de masse ti'iple y et qu'il 
reculera lui-même avec une vitesse double j car Mzzz 5 A/* 
donne m = o , et w' = 2 f^. 

a®. Chacun des corps M et AT s'arrêtera , continuera sa 
route ou rebroussera chemin ^ suivant que l'onaura^ savoir : 

pourAf •.. fAf =,ou>, ou<A/'(f^+2f^), 
pour Af'... f'ATsr, ou >, ou <Af(f" -h 2^. 

5^. Si les masses sont égales , les deux mobiles rebrous- 
seront chemin après avoir écliangé leurs vitesses) car 
Af = M' donne « = — f^ et m' = r. 

225. Enlin si le corps M' est en repos ; il est de même 
facile de voir qu'il sufHt de faire f^ = o dans nofi for* 
mules ; ce qui donne 

_ y[M—M') ^_ TiMF 

*'"" A/ + ilf ' ''^'' -Af+Af 
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Tirons de là qfidques conséquences. 

I ^. Si les masses sont égales , le corps choquant devra 
rester en repos , et lècorjM choqué se mouvra avec la A-t- 
tess«' qu'avoitle prenûeiS Car M = M* donne u =:r o , 
ttu' = F{ 

Donc si plusieurs corps élastiques ^/^^^ C^Dj.** N, Pj Qy 
ont dés masses égales , juxtà-posées^ et en repos ^ puis si 
on comnmnique au premier corps ji la vitesse F y tous 
les mobiles By Cy ••• devront rester en repos y excepte le 
dernier Q qui aura la vitesse V^ Car le corps A communi- 
quera cette vitesse à ^, qui à son tour, la donnera à Cy etc. 
De même «i on donne- à-la-fob aux deux corps ^ et j0 la 
vUesse F) C y D y ••• resteront en repos > et P et Q 
prendront cette vitesse par le ^^oc i et ainsi de suite. 

2^« Si la masse du corps choquant est la plus grande, 
les- deux mobiles devront aller dans le même sens que lui, 
car lorsqu'on a 3/> I^P'y u et u' sont positifs. 

5^. Enfin si la masse du corps choquant est la plus pe- 
tite, il rebroussera chemin, et le corps choqué se mouvra 
dans la direction que celui-là avoit avant le choc j puisipie 
M' > M (loîme u négatif et u' positif. 

226. Quelqu'h jpothèse - qu'on fasse d'ailleurs sur les 
grandeurs et les directions de f^ et P y il j a deux consé- 
quc ces reman]uables. 

1*. On a donné le nom àe force vive , au produit de la 
masse par le quarré de la vitesse : celte dénomination doit 
son origine à une discussion relative à la manière dont on 
dcvoit évaluer la force d'un corps en mouvement : nous 
ne noua y sonmies point arrêtés , parce qu'on est d'accord 
à ce sujet , et que la dispute ne rouloit que sur des mots* 
Nous nous contenterons d'observer que la formule {d') , 
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dans laquelle la masse est prise pour unité , est la Taletir 
de la force vive. 

Dans le choc des corps élastiques la force viW «51 
la même avant et après le choc , c'est-à-dire^ que 
Mu* + M'u'* = My*+ M' r'\ En effet les formules 
précédentes (^") donnent 

Mu* + M'u'* = il/ (2»' — r)- -f M' (2v — F' Y 
:=zAv*{M+M')'-/^y(MF+M'r) + MF* + M'r\ 

Les deux premiers termes de ce dernier membre se dé- 
truisent d'après la valeur de f^, C^^); ^^ <pû démontre le 
théorème proposé. 

a". Les valeurs (d") deviennent ii = 2V — Ff 
u' z=: 2y ± F* en cumulant ensemble tous les cas possi- 
bles : ce qui fait voir que 4e théorème précédent a tou^ 
jours lieu } et qu'après le choc la Vitesse relative , 
ou u — u'y est = — {F± F')) or F± F' est la 
vitesse relative avant le choc } donc les vitesses relatives^ 
avant et après le choc , sont égales et dirigées en sens 
contraires : ou , ce qui revient au même j à des instans 
égaux pris avant et après le choc ^ les mobiles sont à la 
même distance l'un de Vautre- 

II. Choc oblique des corps à ressort. 

227. D'après ce que nous avons dit dans la note du 
n^. 204 ^ il ne nous reste rien à ajouter sur le choc oblique 
t'iR, XXI. des corps durs. Soit donc CD un plan fixe^ et A un mo- 
bile à ressort parfait , lancé avec la vitesse A F : décom- 
posons cette vitesse en deux autres , dont l'une FI soit 
perpendiculaire au plan , et dont l'autre CF soit dirigée 
dans le sens du plan. Celle-ci n'éprouve aucun obstacle 
à son effet entier; quant à l'autre ; si elle existoit seule ^ 
l'élasticité devroit communiquer au mobile de F vers I , 
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la vltesae FI ; ainsi lorscfue le mobile est parvenu en jP , 
il est soumis à l'action de deux forces qui lui communi- 
quent les vitesses FI et FD = FC-y ainsi il aura dans la 
direction FB la vitesse F/C. On nomme AFI Van*^\e d'in- 
cidence , et KFI l'angle de réflexion ; comme les deux rec- 
tangles CFet ID sont égaux y il est visible que ces angles 
le sont aussi. Donc lorsqu'un corps à ressort parfait vient 
choquer un obstacle , il se réfléchit en faisant l'ange 
de réflexion égal à Van^ d incidence* 

Si le mobile alloit choquer une surface courbe ou une 
courbe , il faudroit concevoir au point de contact un plan 
tangent , ou une tangente y et y appliquer ce qui vient 
d'être dit. Comme le son , la lumière y etc. rentrent dans 
la théorie des corps à ressort parfait , on voit à quoi tien- 
nent les propriétés des miroirs paraboliques et elliptiques y 
des cornets acoustiques , etc. 

aaS. Voici divers problèmes qu'on peut se proposer sur 
le choc oblique des corps à ressort : on pourroit les ré- 
soudre analjtiquement } mais nous nous contenterons d'en 
trouver les solutions graphiques. 

. I. Trouver en quel point F dun plan CD , on doit Flg. m, 
Jhire choquer un mobile placé en A , pour qu'il aille 
rencontrer un corps placé en B. 

Menons >^// perpendiculaire sur CD 'y prenons -^C=.C//- 
menons HB y le point F de rencontre de cette droite avec 
CD sera le point cherché. En effet les triangles ACF et 
HCF étant égaux y on en conclut qu'il y a égalité entre 
les angles AFC y CFH eX, DFK i donc, etc. Au jeu de 
billard on appelle Bricoller toucher une bille placée en ^ , 
après avoir frappé la bande CD» 

II. Résoudre le même problème par une double bri^ 
collep 
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ri(ç. m A est le corps choquant , B le corps qu'on yfsaX tou- 
***• cher j menons AH perpendiculaire sur IL y prenons 
AI = m ; menons FH parallèle à LI , et rencontrant 
KL en G ) prenons G// = FG j enfin menons FB ^ et 
par les points C et // la droite C// j les points ,0 et C 
seront ceux oii le corps A doit choquer /// «et LK. £ii 
effet les angles ADI et Ci9Zr sont ëgaux à l'angle ïi^H \ 
de même les an;^les FCG , <iCH et 3CK senX égatnc. 

Fig. XI». III. Etant données les deux sphères ou hilics égnJi-s À 
et L , faire ensorte que ccHe^^i étant choquée par ^pre- 
mière , aiîle en C ; irom*er la direction du mouf^enwxi 
de la bille A après le choc. 

Menons CL par le point C et le centre de la bille Ïj 5 
faisons toucher 'la bille A au point / où la surface est ven* 
contrée par CL. Il ert clair que si on prolonge CL >en By 
et que si on abaisse sur BI la perpendiculaire iD , k 
force AI équivaudra aux forces BI et ID qu'on trouve 
en formant le rectangle BD. La prenuèro est entièrement 
employée à faire mouvoir la bille /, et à lui donner la 
vitesse BI y (9.2S , i**.). La deuxième ne contribue pas au 
choc 'y elle a donc son entier effet , et El sera la direc- 
tion de la bille A après le choc ID • puisque la vitesse BI 
est tout-à-fait détruite et que l'autre n'est nullement al* 
térée. 

III. Principe de .dAIembcrt. 

229. Le célèbre d'ÀLEMBERT a donné une méthode 
directe et générale pour résomh-e , eu du moins pour 
mettre en équation , tout problème de d-ynamique 5 
il i^ réduit toutes les lois du mouvement dc« corps à 
•celles de leur équilibre , et ramené ainsi la dynamique à 
la statique. Il étoit réservé à cet homme d'un génie su- 
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périeur d'envisager d*une manière générale la science du 
mouvement , et cependant de la réduire aux combinaisons 
les plus simples et à l'analyse ordinaire. Avant lui ^ Jacques 
fiernoully avoit déjà traité d'une manière à-peu-près sem- 
blable quelques problèmes de Dynamique. Voici à quoi re- 
vient le théorème connu sous le nom de Principe de 
étAlemhert. 

Concevons nn système de corps sollicités par des forces 
quelconques ) la liaison de ces corps contraindra chacun 
d'eux à prendre un mouvement difTérent de celui qu'il 
auroit pris s'il eût été libre : or si on introduit de nou- 
velles forces y qui ^ agissant sur chaque corps en sens con- 
traire de son mouvement^ soient capables de le détruire, 
il y aura équilibre j d'où il suit que dans tout sjstème les 
quantités de mouvement imprimées , et celles qui ont lieu 
prises en sens opposé , doivent se faire mutuellement 
éqai/ilne , en ayant égard à la nature du système. 

Ce principe porte avec soi un caractère d'évidence et 
de simplicité qui lui est propre \ il est d'ailleurs précieux 
par sa très-grande généraUté : car il est évident qu'en expri- 
mant par des équations la liaison des parties du système , 
ainsi que l'équilibre entre les forces imprimées , et celles 
qui ont lieu prises en sens opposé ; on aura des expres- 
sions analytiques propres à faire connoitre cclles-d, et par 
conséquent le mouvement de chaque corps. C'est ce qui 
sera rendu plus clair par les applications que nous allons en 
faire. Commençons d'abord par des cas fort simples. 

25o. Choc des corps durs. Soient deux mobiles M^ct AP 
animés des vitesses F ci V j quelle est leur vitesse com- 
mune V j après le choc ? On suppose fpie les vitesses ont 
le signe positif, c'est-à-dire , que les deux corps se meuvent 
dans le même sens. D'après cet exposé, il sera facfle de 
ftn-mer le tableau suivant. 
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masses. vitesses imprimëes. vitesses effectives* 

M K y 

M' V y. 

D*oii on voit que si ^ à Tinstant où le choc s'opère on 
imprinioit en sens contraire à chaque masse la vitesse v , 
il y auroit équilibre ^ les forces qui se détruisent sont donc 

MVj M'Vy —MyeX — M'v. 

Or pour l'équilibre on a vu (21 7) que la somme des quan- 
tités de mouvement^ prises avec leurs signes , devoit être 
nulle j donc on a MF-^ M' F' — {M + M') y=o ^ 
d'oii on tire l'équation (^"). On résoudroit avec^la même 
facilité le cas où les mobiles vont en sens contraire y ou 
celui où M' est en repos : mais il est évident que cela re- 
vient à changer le signe de F^ ou à faire f^ = o. 

25 1. Choc des corps à ressort parfait. M et M' sont 
deux corps élastiques , animés des vitesses f^ et f^ j il 
s*agit de trouver leurs vitesses u et u' après le choc. Le 
tableau précédent devient ici 

masses. vitesses imprimées. vitesses effectives. 

M F u 

M' r u'. 

Si donc à l'instant où le choc s'opère , on imprime en sens 
contraire les vitesses u et u^ y l'équilibre devra s'établir, 
pourvu que les corps perdent tout-à-coup leur ressort. La 
somme des quantités de mouvement est donc nulle , et on 
a MF+ M' P — Mu — M'u' = o. Cette équation ne 
suffit pas pour déterminer u et u' \ mais la nature du sys- 
tème en fournit une autre : car l'élasticité des deux corps 
étant parfaite ^ comme la force de leur choc dépend de 
leurs vitesses relatives ; et que la force de restitution est 
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ëgole k celle de leur compression ^ il est facile de voir 
a priori, que les vitesses relatives sont égales et opposées 
avant et après le choc : ainsi on a u — 11' = V -^ V* En 
éliminant entre ces deux équations , on obtient pour u et 
u' les valeurs déjà trouvées (225). 

232. Mouvement sur la poulie. Soient m et m' les Fig. nS. 
masses de deux poids P et Q unis par un cordon non 
pesant passé dans la gorge d'une poulie BFC) cherchons 
les circonstances de leur mouvement. Soit y la vitesse avec 
laquelle le corps m' monte et le corps m descend ) cette 
vitesse est prise positivement pour les deux corps, parce 
que comme la poulie ne sert ici qu'à changer les direc- 
tions des forces ; on peut regarder comme positives les 
directions qui sont dans le sens m'CFBm, comme s'il ne 
s'agissoit que d'une droite. La gravité g qui sollicite les 
deux corps leur a déjà , au bout du tems i, communiqué 
la vitesse 1^5 et dans l'instant suivant , elle imprime à 
chacun d'eux la vitesse gdt ^ mais l'une Ae ces impulsions 
est dirigée dans le sens du mouvement de m j tandis que 
pour m' l'autre a lieu dans un sens opposé. Si donc le 
fil venoit à se rompre au bout du tems t, les vitesses de m 
et m' seroient v-^-gdt, et v — ^£^/ dans l'instant suivant- 
Or par la liaison du système ; la vitesse devient pour tous 
deux y + dy-f et on a 

masses vitesses impr vitessses effectives. 

m y + gdt y + dym 

m' y'^gdt y-^dy. 

D'ailleurs ; pour l'équilibre entre les forces imprimées et 
celles qui ont lieu prises en sens contraire, il faut (217) 
que la somme des quantités de mouvement (prises avec 
leurs signes ) soit nulle ) ce qui donne 
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ou plutôt en réduisant {m — m') gdt-^(m-^m')dy=:Op 
d'où on tire 

m + mf ® ~ 

^^ — ^^' , . ^ ^ 

ce qui prouve que le mouvement est uniformément varié. 
Comme les poids sont proportionnels aux masses (5o) , 
on peut visiblement remplacer ici m et m' par P et Q. 
La même chose a également lieu dans les problèmes 
suivans. 

Il se présente ici deux cas , suivant qu'on a originai- 
rement laissé partir les mobiles du repos en les abandon- 
nant à la seule gravité y ou qu'on a donné à l'un d'eux 
une impulsion qui a fait prendre aux deux corps une 
vitesse initiale. 

235. Dans le premier cas on a visiblement C z= o j 
et si on compte les e à partir du point de départ de chaque 
corps 5 on a aussi £ = O) ce qui donne 

nt — m' , m — m^ . 

m -j- m' m -j- vi 

j4ihoodj physicien anglais, déduisit de ces formules un 
moyen de vérifier tout ce qui a été exposé précédemment 
sur la nature et les effets de la gravité; sur le choc des^ 
eorps durs/ etc. Il conçut une machine, dont nous ne. 
pouvons donner ici tout le détail , mais qui est fondée sur 
Fig .xi3.1e principe suivant : soit une poulie BFCy et deux poids 
P ei Q f unis par un cordon mBFCm' \ lej valeurs ci- 
dessus font voir que si on rend ces poids très-peu diffé- 
rens, les valeurs de la vitesse v et de l'espace c décrit 
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dans le tems t, pourront être rendues assea petites pour 
qu'on puisse les mesurer ^ en observant la chute de deux 
coi^ Athood a d'ailleurs rendu cette machine susceptible 
d'une trcs-grande précbion ^ i*^. en faisant porter l'axe 
de la pouUe sur des rouleaux mobiles ; afin d'en diminuer 
le frottement (i5i)5 2*. en suspendant les poids P et Ç> 
à des soies très^inesy afin- qtie celui dès deux corpsr qui 
a de son côté nne plus grande longueur de ce fil n'ait 
pas son poids sensiblement augmenté ; 5*. cta ajoutant au' 
sjrstème une horloge sonnant les secondes ^ etc. Il s'est 
servi de cette machine pour mesurer là gra\'ité g dont 
nous SMnoas précédemment trouvé la valeur (igS^ 4°0* 

2S4* Dans le second cas si y au lieu d'abandonner sim- 
plement les corps à la gravité , on a imprimé de haut eu 
bas à P l'impulsion ^j cette vitesse a dû être répartie 
entre les deux masses m' et m y suivant la même loi que 
^ m- choqooÂt avec la* vitesse F le corps m' en repos : 

ainsi la vitesse commune aux deux poids est , (c^). 

Telle semf la valeur de la vitesse lorsqu'on coni{>te / = o^ 
ou plutét celle de la constante C'y donc 

m + m' ^-^ ^ 

Un déduira aisément de là é en fonction de l" 

Pfous ajouterons ici une observation importante* Si os- 
a m' > rriy (m'^m')gi est négatif) or tant qu'on aura 
mF ^ {m' — ^n)gly y sera positif. Ce qui fait voir que 
l'impulsion f^ l'emportera toujours^ pendant un certaiir 
tems'y sur l'action de la pesanteur, quelque grand que 
puisse être d'ailleurs m' par rapport à m : on détermine 
ce tenu par l'équaticm^ m f^=: {mf ^^ m) gt* On voit donc 

3G 
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qu'il n'y a pas d'impulsion, si petite qu'elle soit, qui ne 
puisse vaincre le poids d'un corps : ce qui confirme ce 
que nous avons déjà avancé (i5o, 222), que la force 
des corps en mouvement ne peut être mesurée par des 
poids y et qu'on ne peut comparer la percussion à la 
pression. 
^ La solution précédente s'applique encore à une autre 
question intéressante, mais de la même nature. Supposons 
11g* 89. que le poids Q surpasse le poids P ^ on qu'on ait m' ^ m j 
et que Q étant posé sur un plan horisontal, le mouve- 
ment soit produit par une impulsion donnée à m de haut 
en bas. Il est clair que toute l'analyse précédente s'ap- 
pli(pic ici, et que l'équation (/") a encore lieu: elle de- 
vient donc 

m -h m.' 

On voit que P entraîneroit d'abord Q , mais que la 
vitesse, diminuant de plus en plus, seroit nulle lorsqu'on 
auroit m F= (m' '^ m) gt'y ensuite le poids Q l'em- 
porteroit à son tour. Il seroit très-facijg de déterminer 
quelles valeurs de e répondent à ces circonstances. 

lif . 49. 255. Mouyement sur les plans inclinés adossés. Sup- 
posons que j4C et CB sont deux plans inclinés adossés, 
faisant avec l'horison les angles i et 1' , et que deux masses 
m et m', unies par un fil mCm' j passé sur la poulie C^ 
sont soumises à la gravité ^ elles agissent alors l'une sur 
Tautre : cherchons les circonstances du mouvement. 

Au bout du tems / , m aura la vitesse y , dirigée de 
m vers A j et la pesanteur lui imprimeroit , dans l'instant 
dt suivant , la vitesse verticale gdl si ce corps ctoit libre 5 
or la vitesse sera en effet ♦» +€/»'j on a donc , en comptant 
les vitesses positives dans le sens m'Oit, 
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masses v. imprimées v. qui auront lieu. 

m y,., gdt i'. .. f + <fr 

m' V».» gdi ¥..• y + dv. 

Donc si on imprimoit aux masses m et m' ces dernières 
vitesses en sens con traire , il y auroit ë<juilibre. Pour ex- 
primer cette condition y rappelons-nous qu'il faut pour 
cela que la somme des composantes des forces, dans le 
sens des plans , soit nulle, en prenant chacune avec le 
signe qui lui appartient. Cette somme ( en supprimant tous 
les termes affectés de y qui s'entredétniisént) est 

m^ sin I €& — m'gûn^dt — {m + m')dy'^ 

en égalant à zéro, on obtient donc 

m sin I -— m' sin t' . 

on en tire aisément . 

m sin f — m' sin •' m sin i— m' sin %' 

^— ^1 ^/ — " &^ *= ^ ■ ^/ • î ^• 

m -f» nv m -|- nt 

.Ainsi le mouvement est encore uniformément varié. Nous 
n'ajoutons pas ici de constantes, parce que nous suppo- 
sons que l'on n'a pas donné d'impulsion initiale, et que 
les e sont comptés à partir du point de départ de chaque 
corps. S'il en étoit autrement, il seroit facile d'opérer 
comme dans les problèmes précédens. En faisant ici 
• = 1^ = ^ fr, oh trouve les résultats que nous avons déjà 
obtenus (255). 

256. Mouvement sur le Treuil. G)ncevons deux poids Tig. u^ 
P et Q appliqués, le premier à la roue GF, le second 
au cylindre Z>C d'un treuil : soient tu et m^ leurs masses ) 
r = Z>C le rayon du cylindre , R sS CF celui de la roue , 



f t V l« vkeiM de m au bout dtf temii / : ca«M»e les cir- 
Cf>nfrrrnrM sodit proportionneikt au'X rajons , «et que les 
vitr«isr» (le m et de m' %ont daw le r^ipport dea circon- 

lérencesy il eae ehir <)i]e «^ • r acra eelk^k aa^. Sites 

eorps devenoient libres toat-à-coup^ dans l'instant dl $ui- 

yant Ja gravité communifjneroit à chacun dVux l'impul- 

•ion gdff de sorte qu^en comptant les vitesses positives 

dans le même sens ^ ainsi qu'on Ta fait dans les problèmes 

rv 
précëdens, i^ + §di dt -—•' — /^ seroÂesEt les ▼ileiaes 

respectives de m et de m\ Or par la liaiaosi 491 système 
il n'en est pas ainsi ^ et on a 

masses v.imprim. t. effectives distances à l'axe. 
m 9 +ffdi r + A" R 

m'... -^ ^... -^{y-^dy^ r. 

En prenant les vitesses efiêctives en sens conU'aireS; il j 
auroit donc équilibre dans le sjstème ^ ce qui exige que 
la somme des raoBicss (iiO; 4^) des quantités de .mou- 
yenieiit j par rapport à l'axe , soient égaux y en jMrenaBt 
ces momens- avec leurs fi^fA* Ainsi on a ^ en supprimaffl 
les termes a£^téa de v ^ s'entredétruiseait 

mR.gdt'^mfvgdi'^mlUh'-^mf. — - ^f»=o, 

d'oii on tire 

mR* — m'Rr 

le mouvement est donc encore uniformément vvié. H 
seroii donc facile de déduire de là l'é^uatûm àsM «louve- 
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ment de m et sa vitesse , et par suite les mêmes choses 
pour m'^ ce qui n*a aucune dilEculté. 

257. Jusqu'ici nous avons fait abstraction du poids des 
c&rdons; il ne sereft guère plus difficile d'y avoir égard. 
En •efKrt , prenons d -dbord le <:as de la poulie \ représentons 
par p la masse de Vanité de longueur du cordon y et^par a 
ta longueur entière -diminuée de la partie BFC^y soit z laFig. \iX 
longueur Bm de la partie de ce cordon qui est du côté du 
poids P) a — z sera Cm' , c'est-à-dire, celle qui est de 
l'autre côté au bout du tems / : les poids respectifs de ces 
cordons sont donc pz t\ p {a^^ z). En raisonnant comme 
ci-dessus {«^) ; on verra qn'on a 

masses. v.impriniées v*eflRectîves« 

m + pz V -+- gdt K + dy 

ni'-\^p (a— z). • y — gdt V + dt'. 

LVqiiilibre entre les forèeè imprimées et les forces effec- 
tives ; prises en sens t>pposé, donne 

dy^ ^ ,\^ . edi. 

m -^ m' -j- pa 

On intègre cette équation en la multipliant par ydiz=zdzp 
et on trouve , tout calcul fait y . 

(m — m' — pa)z^pz* + C 

^ — ^gX ' \ , ^^ • 

m^ m' ^pa 

Lorsque la vitesse est nulle en même tems que z ^ on a 

C = o : on déterniineroit aisément dans tout autre cas 

la valeur de la constante C. En mettant pour v sa valeur 

àz 

-— , pour obtenir une ration entre z et /, il ne s'agit 

plus que d'iniégrar une fonction 4f la fnèmia* • • . • «^ • . • 
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Adi=i --— , ce qui n'offre aucune 

x/ { * -4- Cz + yx* } ^ ^ 

difKcultc. 

Le mouvement sur le treuil, en ayant égard aux poids 
des cordoDS, se traité absolument de même : conservons 
7ii:.iT4.1es notations du n^ 256: de plus nommons / et n les 
longueurs des cordons lorsque / == o ^ et z la longueur 
de cordon qui se développe de dessus la roue durant le 
tems /. L'autre cordon s'enveloppera en même tems sur 

le cylindre d'une longueur --^- z. Ainsi les cordons au- 

ront pour longueurs au bout du tems t^ Frnzzl+ z , et 

/• 
Dm' ^= n — — - z : leurs masses seront p ( l+z) , et 

p{n '^ —■ z) ) et on aura 

masses. v.impr. v. effectives. 



m 



+ p(/ + z) .y + gdt y+dy 

-hPin ^z)..^'-gdt J^(v + dy) 



Il suffira donc de remplacer, dans les calculs du n*'. 256 ^ 

r 



m et m' par m+p (/-f-z) et m' -k^p (» p- z)\ 



a + Cz 
on obtiendra une expression de la forme ^=:-— — xdt, 

qu'on intégrera comn^e ci-dessus , après l'avoir multipliée 
par ydi=zdz. Nous ne pousserons pas plus loin ces cal- 
culs qui n'appartiennent plus à la Mécanique. 

. 258. Dans l'article précédent, nous avons fait abstraction 
de l'inertie de la pouh'e^ or, dans le mouvement dont 
nous venons de parler, la gravité, dont les effets sur la 
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poulie sont détruits par Taxe fixe , n'en emploie pas moins 
une partie de son action sur les poids y pour imprimer à 
cette machine un mouvement de rotation (219, a*.). Ré- 
parons cette omission volontaire. 

Tout ce que nous avons dit dans le n*. précédent de 
l'action de la pesanteur sur les masses m et m' et sur les rtg. nS. 
cordons , a également lieu ici , et il n'y a rien à changer. 
Mais en outre remarquons que toutes les particules de la 
poulie ont un mouvement conmiun de rotation ^ et que la 
vitesse des points de la circonférence est celle des poids 
Pet Qy de sorte qu'elle est = f , au bout du tcnis /• 
Mais les particules qui sont plus voisines de l'axe ont une 
vlteîse moindre ^ et la diminution se fait dans le rap- 
port des circonférences qu'elles décrivent ^ ou plutôt de 
leurs distances à l'axe } de sorte que si nous considérons 
des molécules dont les masses soient ^' ^ fj^ ^ ... distantes . 
de l'axe de /% /'' ^ • • • en nommant r le rayon de la poulie , 

leurs vitesses (211) seront -^^ — y^ — y ... La pesanteur 

n'exerce d'ailleurs aucune action sur elles ^ et au bout du 
tems t-^ di f on a 

masses. v. imprimées. v. efîect. dist. à l'axe* 

m -+-/?z y-^-gàt y-^-dy r 

m'4-/?(a— z) ...•K — gdt v-^dy r 

^' ^v ^-{y + dy) i' 



^^ 



^-y L^^y+dy) / 



etc etc etc« • • etc. 

Pour Téquilibre entre les forces imprimées et Jet forces 
cfTectives prises en sens contraire ; il faut <{uc la sooioie 
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des monif ns de ces* quantités de mouvement par nqpport- 
à l'axe (42) soit nulle ^ et on a 

en désignant par S (^ /•) la somme dbs termes ...-.• 
/*' /" + /»*" /^* + etc. , c'est-à-dîre , la somme des produite' 
des molécules par les quarrés de leurs distances à Paxej* 
de sorte qu'en multipliant cette équation par dz = i^di', et 
intégrant , on obtient 

^^ (m~mf-pa)z^pz^ 

Le reste n'a plus de difHculté.- Qnant à- là ralear de* lar 
quantité z (/</') f nous allons nous occuper des mojrens é^ 
la trouver^ non-seulement pour une poulie de dimensîoiUF 
connues ; mais encore pour un corps et un axe queteott- 
ques y parce que par la suite nous en aurons fréquenH 
ment besoin. 

IV. Moment d inertie*, 



259^ Soient m[ ^ m^ ^ m"' y ... les niasses des molécules 
d'un corps de figure^ connue j /' , ç"^ f s"' f • • • l^^irs dis- 
tances à un axe quelconque : on a nommé Momebtt 
d'inertie , la quantité 

m'/» + m'f^ff^ + m!"g^'f^ + etc. = 5 (m/-). 

C'est y comme on voit y la somme, des produits des masses 
des molécules du corps, par les quarrés de leurs distances 
à raxe» Comme nous supposerons que ce corps est ho- 
mogène y il fautremplacer^ dans tout ce qui va être dit ^ 
les masses des molécules par Uurs> volumes qui IcutiSOaI 
proportionnels. 
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Noos aDoDS donner des règles géaërales pour obtenir 
U yalttur du moment d*inertie ^ pour un corps et un a^Kt 
connus } et nous les appliquerons à quelques cas particu- 
liers qui nçus seront utiles i>ar la suite* Pour cela obser- 
vons que la qaantîtë «S (m/*) ne dépend que de la forme 
du corps et de la position de Taxe } de sorte que comme 
cUe est indépendante du tema, elle peut être considérée à 
part) en faôsaint abstraction de toute idée de mouvement: 
en un mot eétte fonctiott est purement géométrique. 
Soient x* ^jr' j x" ^jr" ^ ... les coordonnées des mole- 
cules m' jin^ y ... de ce corps en regardant Taxe donné 
comme étant celui des z. Ona/^' = *'• + j^'* : etc. j et 

Ainsi y pour trouver le moment d'inertie d'un corps par 
rapport à Taxe des x , on évaluera la formule précédente , 
4'aprèa la disposition particulière des molécules de ce 
corps ) c'est^dire , qu'on év: Huera le volume d'une mo- 
lécule m. en fonction des diflBérentielles de st& coordon- 
nées X , ^ et z , et qu'on intégrera iians toute l'étendue 
du corps la c|uantité m (x* + Jf*) ; ce qui n'a , comme 
on voit y aucune ^Mffîcnlté.- Mais il'arnve très-souvent que 
Xw^ par rapport aucpid on cherche le moment d'inertie , 
n'est pas celui des z^ ou, si ou veut, queTéquation qui 
détermine la forme du corps n'a pas pour axe des z celui 
par rapport auquel on cherche le moment d'inertie. Dans 
ce cas , cette équation ne peut être combinée avec la for- 
mule précédente , puisque ces deux expressions ne sont 
pii:^ rapportées à la même origine des coordonnées. L'em«- 
ploi de l'équation précédente exige donc dans ce cas la 
résohition de ce problème : étant donné le momeni di^ 
perde par rapport à une droite, trouver ce moment par 
pa^^port à une autre droite quelconque* 

55 
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240. Nous ne résoudrons ce problème' que poor le cas 
où ces droites isont parallèles , parce qu'il suflit à nos be- 
soins. Supposons donc qu'on connoit le moment d'inertie 
par rapport à Taxe des z j perpendiculaire au plan de la ; 
r>g. 1x5. figure et projette en ^ j et qu'il s'agit de trouver ce mo- 
ment par rapport à une parallèle à cet axe projettëe en C 
Soient donc AB=z hy BC=i l\ AX^ ^Fles axes des x 
fXj j et par conséquent, M étant la projection delà mo- 
lécule m' ,AP'=x' j PM = y. La distance de cette 
molécule au nouvel axe est visiblement MC. Or on a 



MC- = CN^-^^ MN^ ss (x' -^ hy + Ct' — 1)\ 

Le produit de m' par MC* sera donc , en développant y 

j^' {x'^^y) + m' (A« + t) — am' x' h — 7m' y L 

On aurale moment d'inertie de la moléculem*^,en doublant 
les accens , et ainsi de suite. Faisons m' 4- 'w^ -4- etc. s= M\ 
additionnant ces résultats ou plutôt intégrant dans toute 
rétendue du corps , nous aurons pour le moment d'inertie 
par rapport au nouvel axe y 

S. m (x^+y) + (A»+/-) Af — 2/1 S(mx) — 2^5 (mj). 

Cette valeur résout complettcment le problème, puisque les 
deux premiers termes sont connus y et qu'il est très^facilc 
d'évaluer les deux derniers, par des intégrations de la même 
nature que celles que nous avons déjà efTectuées pour les 
centres de gravité (55 , 56). 

1x5. 241* Il'pourroit arriver que le point A fût le centre de 
gravité du système , c'est-à-dire , que le moment d'inertie 
fût donné par rapport à un axe passant par ce centre , et 
qu'il fût question de déterminer ce moment par rapport à 
un autre axe parallèle passant en C i l'équation précédente 
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at simplifie beaucoup f car on a , par la propriété (55) 
du centre de gravite , S (mx) =0, S(mjr) ss o j ou 
m'x' + etc. = o , m'jr' -f- etc. = o j si on observe ^ en outre, 
qu'en faisant j4C = r, on a r* = A* + /» , il est facile 
de voir que l'expression (^) devient 

5.m(x«+^«)H-r-Jlf (h"). 

Or dans cette formule , r*M est le produit de la masse 
entière du corps par la distance du centre de gravité au 
nouvel axe ^ le premier terme est le moment d'inertie pris 
par rapport à l'axe passant par ce centre : donc , pour 
avoir le moment d inertie dtun corps par rapport à une 
droite, quand on connoU la valeur de ce moment par 
rapport à une autre droite parallèle passant par le cen» 
tre de gravité , il faut à cette valeur ajouter le produit 
de la masse du corps par le quarré de la distance entre 
les deux tuces* 

On observera que le moment d'inertie est essentielle- 
ment positif. 

On écrit souvent la formule {h") sous une antre forme 
plus commode. On suppose , ce qui est visiblement permis ; 
que Mh =: S.m{x^ +J'*) ©« 

de sorte que k* est le quotient du moment d'inertie du 

corps y par rapport à Taxe qui passe par le centre de gnn 

vite , divisé par la masse du corps* Alors le moment 

d'iuertie est 

M(r» + h). ....... (i"). 

242. Voici divers exemples de la recherche du moment 
d'inertie. 

L IVouver le moment d'inertie d'une droite PM = a , f >{•' na» 
par rapport à un axe perpendiculaire en A au plan de ]ia 
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figure } en stqpposaint ^e U droite AP est pferpeoâiei]^ 

laire k PM. 

Considérons une portion PB de la droite ^ si on fait 
BP = or ; et AP =zh j\a mplëcule dx plac^ en B aurt 
pour produit de son volume par le <]uarré de AB , 

dr.(x* 'h i*), dont l'intégrale est -i- .a:* + b^x. Or 

cette expression doit être prise d^pui^ x ^ o , jusqn'à 

X = PM'=^a : ainsi le moment d^inertie est-x^.o'+tté^ 

On pourrait opérer diflgéremment en se servant de qit 
qu'on a vu ci-dessus. Soit / le centre, de gravite ^ c'e$>VJih 
dire , le milieu de PM y on aura pour U distance d'um 
molécule quelconipie B au point /• , B£ zsi jr } 
/(jr*djr) = ^ j^ sera donc le moment d'inertie. à*jamê 
portion de PM , pris par rapport à l'axe passaiit en I 
parallèlement au premier* Si on prend l'intégrale depuis 
j-ss /P = — ia jusqu'à jr ^z MI = ^a , oa aura 

, Mh =: — • a' pour le moment d'inertie par rapport à 

l'axe qui passe en /• Mais pour avoir ce moment par 
rapport à l'axe qui passe ca A, il faut^ (M^) y ajouter 
a X AI* ou a[b* -f* (i^)*]> o^^ &ura enfin , en réduisant y 

-^ • a^ 4* ^' po^ ^^ moment cherché. 

II. Cherchons le moment d'inertie d'un parallélipipêde 
rectangle dont les arêtes sont a y b tth, par rapport à l'axe 
des z passant par le centre de gravité y parallèle à Ta- 
réte a. Une molécule de ce corps a pour voluine dxdjrdz ; 
le quarré de sa distance à l'axe est j^ + ^** H ^^ut donc 
intégrer la quantité dxdjrdz (r* + **) ^^^^ ^^^^ l'éten- 
due du corps. Opérons d'abord par rapport i x dont les 
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I^q^Um 9ùnX:9 =3 es* i^» et x.ss ih} BOUS auront 
h fjr^ + ^—jdsdjr : en int^prant de mêmedej^K— } 4, 

— 5?-- — j dz. Enfin en in- 
tégrant j^ rapport à z y entre lea limites — îa et + ^ a , 
on a. pour Ip moment d'inertie cherché . • 

le volume du corps. 

m. Cherchons le moment d'inertie d'un cercle^ par Vig. ii^^ 
rapport à un aice perpendiculaire an plan de la figure au 
centre C, ou en j^. Faisons CB = r, ACzsiq. Parla 
nature du cercle^ si C)» =: x, on a pni'=.j = ^/(r* — :»•). 
Gottcerons au point n de l'aire <]ui aj: et f /i =5<z pour coor- 
données^ un élément rectangulaire doûdt ; le produit de cet 
élément par le quarré de sa distance nC au centre C, sera 
dscdzÇz* -^ X*) } en intégrant par rapport à z seul, on a 
^:^dx + zx^dx pour le moment . d'inertie des élément 
disposés le long de l'ordonnée pm y et on aura ce moment 
dans toute réten<^ue de la double ordonnée mm' , eu pre- 
nant cette intégrale depuis z. = — j^ y juscp'à z =zjr s et. 
moment est 

En intégrant cette expression depuis j: = — r , jnsqu^à 
ar==:r, on aura le moment d'inértié de l'aire entière du 
eerde par rapport au centre C. Potu* exécuter cette inté- 
gration observons qu'en intégrântpai' parties on a 

7!r.aaV(r^— â:»).ite=— y (f— x»)* +^f— ar«)* d!*. 

Or k damier terme é^juivaul àj/CT — v3f) i/(r*— a'*)4tr. 
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ou f f**/v/(r*— i^)r/if — f/jr» ^/(r»s»» *^d!jc;ktib«titiiJBit^ 

tr^uisposaot et réduisant op a ' '^ ^ 

- !• • «. . . ; ^ 

Nous ne tiendrons pas compte ici du premier terme qui est 
léro quand \r si'— V, et:rd±rj et qui par'cbns^ent 
dispârôîf de l'îritégrale ' compliette : ainsi , eS substituant 
dans la formule (i).ci-def;su^, on trouve pour le moment 
d'inertie , par rapport à C, fr^\/(r^ -^ x'')dx : or . . 
fdx^{r^ — X*) est une portion de demi-cercle dont x 
• est l'abscisse^ cette intégrale , prise entre les limites x=x-^ r 
ç^t ,r = r y exprime donc, le demi-cercle y c'est-à-dire ; est 
= i«r* 5 et le moment d^nertie cherché est \%t^ = il/A** 

• C'est ce qui est d'ailleurs facile à Vérifier : car conce^ 
rons dans liotre cercle ^ une circonférence décrite d'an 
rayon i= Cn i= z ) et une autre circonférence infiniment 
voisine ; la première aura 2«-z pour longueur y et elles 
formeront dans le cercle une couronne infiniment mince , 
dont l'épaisseur sera dz j et dont l'aire sera nwzdz ) en 
iuultipliant par Cn* = z* on aura Hisz^dz pour le moment 
d'inertie de cette couronne. En Intégrant on a ^«rz^ pour 
le moment d'inertie d'une couronne concentrique d'épais 
seur finie , et en prenant l'intégrale depuis jt i= o jus- 
qu'à z = r, il vient JUk^ = i«rH pour le moment d'inertie 
de l'aire du cercle. 

. •. - . .•■.■. I . ■ • :» 

Soit donc r le ray<^n d'une poulie y h ipn épai^eur^ 
^4rHA est son moment, d'inertie ,p^ rapport 9, 1>if< de 
rotation^ il faut donc remplacer 5(^/*),par ce^te valeur 
dans la formule du n". 258 j ou plutôt par ^Ktr^hy j" étant 
la densité (5i} , çarce que la poulie n'est pas .homogène 
avec les cordons et les masses m et m'. 

S'il falloit trdàver le m4>iHiiCttt>d'inertit «par nppoK à 
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VwsEt passant tu A ^ il ne faudroit <ju'ajouter à ^H , le 
produit de l'aire irr* du cercle par AC^ y ce qui donneroit 

rV. Trouver le moment d'iiiertîe d'une sphère de rayon Fig. xis. 
OB = a , par rapport à son diamètre AB* Soit AP = x, 
on aura (AP)* =^* = aax — x*. 

En un point P du diamètre , si on conçoit un plan per- 
pendiculaire f il coupera la sphère suivant un cercle ^ d'un 
rajron PR =^jr, : ce que nons avons dit cî-dessus fait voir 
que le moment d'inertie de tous les âémens de ce cercle 
par rapport à son centre iP.est ^j^ : cette valeur multi* 
I^éc par dx donne \iKjr^dx =^ir(aax — x^ydx dont 
l'intégrale est »x^(f a» — Xax + -^x^) = Mk*. Elle dé- 
signe le moment d'inertie d'un segment sphérique. Cette 
intégrale , prise entre les limites x =: a , et x ;= 2â ,-dpnne ^ 

if A:* = — =- pour le moment d'inertie de la sphère entière 

par rapport à son diamètre. 

V. Trouver le moment d'inertie de la sphère et d'unTig, ns. 
segment y par rapport à un axe parallèle au diamètre BA , 
et placé en CQ. * 

D'Après ce qu'on a vu (241) ; comme les valeurs trouvées 
précédemment sont celles du moment d^nertie pfis par rap- 
port à un axe passant par le centre de gravité , il ne faut 
que leur ajouter le produit de la masse entière du corps , 
par le quarré de la distance GO de <;e centre à l'axe. 
Soit GO =:n y on a 

i*> Pour le cas âd segment sphAique dont le yohlme etf^ 
é= jrx* (a — J x) , X désirant la iSèche AP^ . 

"l 5 V + 75 + «" J- • • ^^^ 
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a^ Pour la «pbère dont U TOlnme -est espriM fv 
lira»/ - : .: 

V. Mou¥emenidvn cwpât ehf^qtté, retenu par un m» 
• >^ 

'if. u». 2*45. CoiiceT<yiis nn coi^ dont la hmsm iKf et la fbnSNr 
soient connus ^ qui ait deux da ses points fixes y </est4^ 
dire , <pi soit retenu ^ up. axe fixe perpendiculaire, an A 
au plan de la figure : supposons que ce corps reçoîl daaa 
la direction BC une impulsion , ainsi que cela arnhro lors- 
qu'un corps dont la masse est ^ , vient le choquer «rec la 
vitesse u'y cherchons les circonstances du mouvemaiit d« 
rptation qui s'établini. Si l'impulsion n'qtpit pas dirigée 
dans un plan perpendiculaire à l'axe fixe, il faudroit Ift 
décomposer en deux autres , l'une qui rtmpliroit celte 
condition , et l'antre qui serpit parallèle à l'axe : çeU^pci 
ne ppuvjant^quo faire glisser le corps dan9 le sens de 
Taxe y seroit détruite , puisqu'on suppose le.corps retenu 
en deux de sas {>oints. Quant à la. première y chercho)ia 
l'effet qu'^e devra produire. 

Si on coi^noissoit la vhésse de rotation.de l'un dos iK>ii)Lt». 
du corps ; il seroit très-facile de • déterminer celk ^8 9^ 
tres^ points^ en effet y comme ils décrivent tous e^t u^fmfi 
tems des circonférences qui ont pour rayons laora di^ 
tances rt4peçtivas'.à l'axa, les. vitesses de^ diverse» parti- 
cules du corpjs sont e^jtr'eU^s. coiuotne ces distapca$j(.I#. 
question est donc réduite à trouver la vitesse de l'un des 
poin^ du. çprp^ Nous chercherons celle de| points qui 
sont à Tunité de distance de l'axe fixe } désignotas cette 
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^tuintité par « ; ô'esf ce qu'on appelle la Vitesse angulaire 
du corps (211). 

Par l'effet dé Vimpokioti ^ la m6lédnle m' décrira un 
cercle dont le rayon' est Am' = f ' 1 et par conséquent ^ 
sa vitesse sera^'v ) elle aura pour direction la droite m' D 
perpendiculaire à Amf y /^y sera celle de m^ : et ainsi de 
suite. Le corps choquant /« ^ a sa vitesse u dirigée suivant 
BC : supposons que ce èorps est anéanti aussitôt après le 
dioc \ et menons sur BC la perpendiculaire AB xz f. Noos 
ferons ici usage du principe de d* Alembert ^ et nous atux>ns 

masses. y. imprini. v. effectives. dist à l'axe. 

f$ u .••• o I. 

m' o -' 



/ » / 

A., 
etc. j. 



m^ o. /'«. •..-.•. .. . ./^. 



L'équililirè e<i4re tes forcée impriméeè^^, et Celles qui ont 
lieu prises en sens* opposé ^ dèvaiit avoir lieu autour de Taxe 
lîté; on sait (42) qu'il faut que la sonrnié des momens^ 
fv rappor't à cet axe y des qusmtités de mouvement y soit 
miUeri Ainsi otf af 

^i/i _ in^g'^M — m^g''^H — etc. = o. 
Mais j/iy * + m*ç''* -f- etc. == 5(^»m) : donc 

fàU% 

Soit G le centre -der gravité du corps , faisons AG = a ^ 
nous avons vu (241) qu'on avoît S(f^m) = M(a^ -+> A:^), 
Afi'^ étant le moment d'inertie du corps par rapport à 
Pare qui passerait par le centre de gravité parallèlement à 
Ta^e fixe t donc on a 



' = M{a^ + i^) (**> 
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Expression qui équivaut à la précédente et qui résout le 
problème proposé. 

Dans la formule (i^) la force impulsive est reprc» 
scntée par la quantité de mouvement /<i/ ^ on en tire 

Valeur qui donne la distance i de Taxe à la direction de 
cette force , pour qu'elle imprime au corf)S la vitesse an- 
gulaire donnée v. Soit y la vitesse connue que prendra 
alors le centre de gravité ^ on aura ay = ^ : et si on 
avoit les masses fé et M égales ; ainsi que les vitesses V 
et 1/ ; la valeur de i deviendroit 

LA 

Cette valeur exprime la distance de Taxe fixe à la direction 
de la force MF pour que le corps M y d'abord en repos ^ 
prenne par le choc un mouvement de rotation autour de 
l'axe y tel que son centre de gravité ait la vitesse F* Le 
point du corps qui est à cette distance de Taxe y sur la 
perpendiculaire menée du centre de gravité à Taxe y est 
ce qu'on appelle le Centre de percussion. En supposant 
qu'un corps tourne autoiu* d'un axe y ce point est donc 
celui où il faut appliquer une . quantité de mouvement 
école et opposée à celle du centre de gravité du corps, 
pour arrêter êout'àfaii son mouvement», 

Lorsque le corps choqué AI est libre , et animé de la 
vitesse F y c'est au centre de gravité même qu'il faut ap- 
pliquer y en sens opposé y la force MF pour lé réduire 
au repos : mais quand le corps est fixé à un axe^ on voit 
que c'est au centre de percussion qu'il faut appliquer cette 
force. Ainsi c'est par ce point que passe alors la résultante 
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des forces dont chaque particule du corps est animée.' On 
peut donc ; dans le cas actuel , concentrer y par la pensée , 
le corps au centre de percussion : et ce point remplacera 
le centre de gravité , puisqu'il ofYre la même propriété dont 
on a vu que celui-ci jouissoit dans la Statique* 

244* La force fnu agissoit précédemment sur le corps M '^z* xm. 
supposé en repos ; généralisons notre théorie et supposons 
que ce corps est déjà animé d'une vitesse angulaire u' y 
dirigée dans le sens de la force féU ^ lorsque celle-ci vient 
à agir sur lui : laissons d'ailleurs les choses dans le même 
état qu'au n*. 24^. Au moment du choc on peut regarder 
la masse ^ comme entraînée par celle fê qui la choque y 
et formant avec elle un seul et même corps : cela n'aura 
lieu y il est vrai y que pendant un instant y durant lequel le 
corps fL aura pour vitesse absolue tu y qui est c<(lle que prend 
le pointa du corps choqué M* £n raisonnant comme pré* 
cédemment on voit qu'on a 

masses. v. imprlm. y. effectives* dist. à l'axe. 



•»• .1 



m' u'i' u^' ^' 

m^ »'/^ tf/^** /^ 

etc 1 9 , • • . 

et on trouve pour la vitesse angulaire après le choc , à 
cause de 5(/»m) = 3/(a» + *•) , 

_ /ei/t + y^Jlf (g* -f- A*) 
*~ ^» + Ar(a* + A»/ 

Si on fait »' = o ; on a le cas crii le corps M seroit en 
repos avant le choc. Celui où le corps fê se mouvroit en 
sens opposé de M s'obtient en rendant u' négatif. Enfin 
si on fait 11 = et u' négatif^ on a le cas où le corps M 
viendroit choquer la masse f€ su^»osëe en repos t alors y 
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en prenant les vitesses positives dans le sens de 2/ ; et svf^ 
posant qu'aussitôt après le choc uu obstacle arrête subite- 
ment le corps choquant iKf ^ on a pour la vitesse absolu^ 

Celte expression devient nulle lorsque i = o et lorsque 
f = 00 : entre ces deux valeurs de i , il y en a une pour 
laquelle la vitesse ^^ est un maximum ; on l'obtient e;n £^ 

sant -j- = o , ce qui donne 
ai 

La vitesse y du corps choqué est alors f = « = 1 i¥^# 
On voit par là que ce n'est que dans le cas particulier où 

— = que le centre de percussion est le point qm 

jouit de la propriété de communiquer le maximum de vitesse* 

245. L'efïbrt que supporte l'axe fixe est très-utile à dé- 
terminer : pour cela représentons par R une force appli- 
quée à cet axe et capable de détruire cet effort , c'est-à- 
dire , propre à retenir le corps et à remplacer l'axe fixe 
(48; i56). On verra facilement que les quantités de mou- 
vement imprimées sont /tii; u'^'m' j u'^'^TnfL^ ... et-^^iîj 
et que celles qui ont Ueu sont cv/c , vg'm' y y^'^m'^.. On peut 
même supposer ,- sans altérer l'état du système , que toutes ces 
forces sont parallèles et à la même distance de l'axe. Comme 
' ici l'équilibre n'existe plus à l'aide d'un axe fixe^ nous devons 
recourir aux équations (S y 58) : la première nous sera seule 
nécessaire ; parce que l'origine étant prise sur l'axe fixe^ la 
force R ne seroit pas renfermée dans les autres. £n obserw 
vantque ^ par la propriété du centre de gravité (54) ; on a 
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JKb s: f'fn* -4* /^m^ «^^ ete. ^ on obtient donc 

jR = ^(ti — iw) + Jlfa(ir' — ») 

valeur <iui est visibleraent égale à la somme des quantités 
de mouvement perdues , et qui devient , en éliminant u ; 

Cette expression est nulle dans deux cas ^ i*. lorsque 
B — y'i r=: o t maïs il est visible qu'alors il n'y a pas de 
choc j 2*. lorsque a* 4- A* — ai = o, ce qui donne pour % 
la même valeur que la formule (A^). On conclut de là que 
lorsque le choc s'opère par le centre de percussion , ( ou 
par tout autre point à égale distance de l'axe } il n'jr a 
aucun effort exercé sur Vaxe de rotation. Il ^t donc in- 
téressant dans les machines , que les chocs puissent être 
exercés par ce point ^ afin d'éviter l'espèce de trépidation 
que ce choc produit ^ et qui tend à détruire promptement 
la machine. Nous retrouverons bientôt cette conséquence 
d'une autre manière (249 , i*. et 256). 

VI. Pendule composé.^ 

246* Jusqu'à présent le corps retenu par un axe fixe, 
n'étoit soumis qu'à l'action d'une ou plusieurs forces im- 
palsives : voyons ce qui arriveroit y si chaque molécule de 
€• corps étoit sollicitée par une force accélératrice particu* 
)i|re. Considérons le corps M dont les molécules m' ^m^^— fï^. 120 
•ont sollicitées par le& forces f % ^ ^ • • • connues en grau- ^'' 
dear et en directions : soient /' ^ /^ ; • . • les distances de 
ces mcrfécules à l'axe ) et p' y p" ^ . • • les perpendiculaires 
alMÔ^ées de cet axe sur les directions respectives des forces. 
Sniicnfin-» la vilesae angukûre du corps «1 bout do t^ms i^ 
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vitesse qui devra ^'accroître de du dans Tinstaut eU suivant. 

Cela posé , on voit que pour la molécule m' , par exem- 
ple ; dans les directions m'D et m' H y deux impulsions 
¥g' et ^'dt agissent y mais que par la liaison du système ces 
impulsions ne produiront pas tout leur effet ^ et que la vitesse 
que la molécule m' prendra réellement suivant m'D sera 
/' (» + du) : on aura d'ailleurs jim' = ç' , et AH = />'. 
On en dira autant des autres molécules ; et on aura 

masses, v. impr. dist. àPaxe. v. effcct. dist.kl'axe. 

ctc 

L'équilibre entre les forces qui ont lieu prises en sens 
contraire et les forces imprimées devant être établi à l'aide 
de l'axe fixe , on doit exprimer (42) que la sonmie des 
momens de toutes ces forces y par rapport à cet axe y est 
nulle ; ce qui donne 

(m'^'p' + m V'P^+etc-) ^< = (my«+m"/**+ etc.)A. 

On en tire 

dB _ Si<ppm) 

Ti-sÎT^ ^ ^' 

Il résulte de là que la force accélératrice angulaire , 
est le (jitotieni de la somme des momens des forces 
motrices divisée par le moment if inertie* Voici l'usage 
de cette équation. Apres avoir trouvé les valeurs de 
S(j*m) = M {a* 4- A*) et de S{(ppm) , ce qui exige deux 
intégrations prises dans toute l'étendue du corps y et indë* 
pendantes du tems et de toute notion de mouvement y on 
intégrera la formule précédente par rapport aux variables 
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I et « ; on obtiendra ainsi la vitesie absolue « d*uii point 
fitué à la distance i de l'axe fixe , et par conaé<{uent celle 
de tous les autres points du corps. Ce premier |Miint dé- 
crit un arc que nous désignerons par m , a partir d'un 
instant déterminé , ( par exemple depuis le ntonieiit où un 

dm 
aroit / = o) onaM= ^. En intégrant de nouveuu un 

bbtiendra m en fonction de / ^ et par conié({iient on aura 
tout ce qui peut intéresser dans le niouvetiieiit gjraloire 
du corps. Les constantes introduites dans ces intégrations 
dépendent des valeurs initiales de la vitesse n et de Tare m \ 
elles se détermineront conune précédemment (iG^; i^>7)« 

247* Appliquons ces principes au Pendule composé / 
concevons un corps M ^ de figure déterminée , retenu parais nf. 
on axe fixe A j eX dont toutes les molécules sinenl ikilliii- 
tées par la gravité ) soit Mq la couj>e de ce coriM par un 
plan vertical passant par le centre de gravité / ; et |ier« 
pendicuiaire à Taxe de rotation projette en jé s le corps est 
retenu à cet axe par une verge inflexible lA , dénuée 
d^inertle y et dirigée au centre de gravité ^ An est la |^>«i>* 
tion initiale de cette verge , nui est supposée {larvemie en 
'AM an bout do tenu /• Menons la vertir;aLe Ali et hkimê 
MAB = I , mAB -=ff mAM-zs ^f eXAI ^=^n Ontm^ 
b gravité g^ est la force suxélénirke ^m sollicita? t/Hiiee 
les mcAécoles , on peut sortir g du signe i' ^ et la {onu*»l^ 

ai o.f m) 

moment d'inertie S y m, par M^y -r- ^^), M étvnt la 
roasfe dn corps osdJUoL D'ailleo;^» p«r la tliAr^rie inp^ijcn^ 
L-cs de gra>'ité '^^y , es titipp>c^baiAt le corp» entier réuisi e« 
4.0a centre de p^vii« / , le ujotstent est /«îtaJ « la ujttufm 
des oiC4i*ea^ d«:& iw>Itcuie» if/ , m^ f ^ ' « p»^ ntypott à <iii 
pUs pcT^iea^bcitiaurc '* la iij^ttie art |i»«ij»i «tu >#/^ ; ajm 
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M X IP^ my -f. mfY + etc. ate^^m/»} i 4'4iH<rtfrt 
/P nr r sin 4 ^ donc On- a 5 {mp) ta tM «m ^ ^ et Ici %t*^ 

mule fm^) devient enfin —r- = -^ --. 

Pour intégrer cette ëqâittîon^ observons que ^dtrsttidu^ 

mais «=y — *5 donc ifdir:i=i -^-^ de} multipliant cette 

écjuation par la première, on a «</»= 2.-^ x sin |^l , 

dont l'intégrale est »»= ■ , > , (cosd-+-C)j et comine 
I =sy doit donner » ss o , on a C^rr: — cosf] donef enfin 



'=l/{i^^('^«^''-^«'/)} 
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248. Les divers points matériels qui composent le pen- 
dule ont des vitesses différentes de celles qu'ils auroicnt 
s'ils étoient libres, ainsi qu'on peut s'en convaincre oi| 
comparant la vitesse de l'un d'eux à celle qu'il auroit s'il 
étoit libre , à l'aide de la formule précédente et de celle 
{t' j lyy) qu'on déduit aussi de (n") eti y faisant Ar = o. 
Ainsi la liaison de ces points entr'euï les force d'exer- 
cer une action mutuelle qui altère leurs vitesses prp- 
près : celle des uns est plus grande y celle des autres 
est moindre que s'ils étoient seuls. Il est donc aisé uq 
prévoir qu'il y a quelque part sur la L'gne AI un point q 
dont la vitesse n'est point altérée , et qui se ment conmie 
s'il étoit seul. On a donné à ce point le nom da Cérttté 
d Oscillation. Voici comment on peut se convaincre de 
l'existence de ce point. Soit Aq = t ^ au bout du tems /, 
la formule {t' ou n") fait voir que si ce point étoit seul , il 
auroit pour vitesse absolue 

•¥ = V" [2 ^f (cos é — cos/)]. 
Mais comme ce point fait d'ailleurs partie du corps ^ ott 
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p«ut aisément trouver sa vitesse iv à l'aide de l'équa- 
tion (n^) : en égalant ces deux valeurs , on trouve 

r r ' 

249* Cb résultat nous fioiurnit quelcpies conséquences 
importantes : 

i**. Le centre d'osciUatkm est le même que le centre 
de percussion ^ c'est celui où on peut réunir toute la masse* 
du corps en mouvement autour de Taxe (24^) : ce point 
est sur la ligne <{Ui joint l'axe au centre de gravité, et. 
il est plus élcngné de l'axe que celujkri de la quantité 

k* 
ql :=. . Cette valeur devient infinie lorsque Taxe de ro- 
tation passe par le centre de gravité : ce qui signifie ^ que le 
tenis d'une oscillation est infini dans ce cas. 

a^. Le centre doscUlalion et le point de suspension 
sont réciproques Vun de Vautre ^ c'est-à-dire , que si l'axe 
de rotation étoit eft 9 , le point A seroit le centre d'oscil- 
lation. En effet ^ la distance du centre de gravité au centre 
d'oscillation est auâsi donnée dans ce cas par la formule 

(o^)quî devient = -3- y t* Aiant la distance ql dxx point 

de suspension q au centre de gravité /, et JMk'' dési- 
gnant toujours le moment d'inertie du corps par rapport 
à un axe qui passtroit par ce dernier centre, et qui seroit 

k* 
parallèle à Taxe de rotation. C)r si on observe que Vss <— ^ 

k* 
0a trouve que — rz= r^ ce qui détnontre le théorème ck-dessus. 

5*^. Pour un corps de figure connue, les tems des 
oscillations sont les mêmes que ceux d'un pendule simple 
dont la longueur est i : mais la formufe (o^) d^ontre qtlé 
ces tenis sont kr Aiém^ pour des* vatttir< éâif^ é^d^ : 

59 
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sùnsiles tems des oscillations et un corps déterminé j sont 
les mêmes pour des centres de suspension , pris à é^ate 
distance du centre de grayité. Il est aisé de conclure de 
là que si dans k plan mené par le centre de gravité per- 
pendiculairement à Taxe dé rotation , on marque un point 
de suspension et le centre d'oscillation ^ tous les points 
placés dans le même plan et à la même distance du centre 
' de gravité donneront des oscillations d'égale durée } et en 
ayant égar^ à la réciprocité des centres de gravité et d'os- 
cillation f on voit qu'on aura deux circonférences concen- 
triques dont chaque point pourra servir d'axe de suspension, 
la durée des oscillations restant toujours la même. 

Si maintenant on changeoit la direction de l'axe de 
rotation, on trouveroit un autre système d'axes qui 
jouiroient de la même propriété : de sorte que ces diffé- 
rens systèmes sont tangens à deux sphères concentriques 
autour du centre de gravité. On conclut de là <pi* il existe 
dans tout corps solide une incité d'axes autour desquels 
les oscillations sont sj'nchrones, c'est-à-dire , d'égale durée. 
Nous n'ajouterons rien de plus sur cette matière; quoi- 
qu'elle soit susceptible d'un plus grand développement , ainsi 
que Biot l'a fait voir dans ses intéressantes leçons au Collège 
de France) mais nous nous éloignerions trop de notre sujet* 

aSo. n est inutile d'insister sur l'importance dé la re- 
cherche des centres d'oscillation des corps ^ car puisque 
les circonstances du mouvement du pendule composé sont 
les mêmes que pour un pendule simple dont la longueur 
est f , si on conçoit toute la masse du corps oscillant réunie 
an centre d'oscillation, on n'aura plus à considérer qu'un 
pendule simple ; dont les oscillations seront synchrones 
avec celles du corps : de sorte que tout ce qu'ob a dit 
chapitre II, article V, doit avoir lieu id. 

^5i* Appliquons ;ni<untenant la formule {p") a la re- 
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cherche de la position du centre d'oscillation ou de pef'* 
cussion d'un corps de figure connue. 

I*. Commençons par la sphère ANB que nous suppo-fig. ns. 
serons osciller autour de l'axe GQ ; on sait (242, IV) que 
son moment d'inertie par rapport au diamètre AB 

^lMk^z=; — —p le rayon étant a) et comme soji 

4 2 

volume est ifef*^ -^ «a', on a ^* s: -r- û*. Soit X le 

centre d^oscillation cherché ; la formule (o") devient donc 

• = G-Yas r+ ~ • — .> d'oii OA =s 4- • — •' 
' 5 r -^ 5 r 

c'est-àrdire ; que OX est les deux cinquièmes de la troi- 
sième proportionnelle à OG et an rayon. Si Pave de 
suspension étoit en iV; connue r seroit = a , on auroit 

O;^ = -7- a. Et si oti avoit le diamètre AB pour cet axe ^ 

jf seroit 00 > ce qui est d'aiHeurs évident (249 , i*.).. 

a*. S'il s'agit d*i«i segmeni de sphère, tel que ^RW,'*»- "• 
en faisant AP^^x , on sait qu'on a Jf = ît (a— 3 x) a:* : 
'd'ailleors on a (242, lY) pour le moment d'inertie 
JW = ftx^ ( § a**i— i a* + Jy x*)5 donc on a pour la 
-dîsttfnce du centre d^oscfllation au centre de gravité du 
segment 

r "^T" r(a — iorf • * 

Les pendules de nos horloges sont ordinairement com- 
posés de deux segmens accolés par les cercles de leurs 
bases : la formule précédente est visiblement la même pour 
un segment que pour deux ) mais l'emploi en seroit plus 
conmiode, si au lieu d'être en fonction du rajon a de 
4a sphère y Mé reafermoît le rajon PR^= b. du cercle 
de la base. On a dans le triangle PRO, a*= &*+ (a^x)* , 
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d'où a = • en substituant on trouve, toutes 

2X ■ « » .- 

réductioQâ faites. 

En ajoutant r à cette valeur, on auroit la distance i de 
l'axe de suspention au centre d'oscillation. 

3». De même pour un parallélipipède rectangle dont 
les côtés sont b^ b' et // , qui oscille autour d'une ligne 
parallèle à l'aféte b' , menée par le point de :a0n aKe tpii 
est distant de r de son centre de gravité, on a (242, U) 

. k^ s; ■■ J^ - ■ ; d'où on tire pour la distance de ce cenfre 

5.4 

A* i* + A* . 
au centre d'oscillation = , , — . Si l'axe de ro- 

r 5.4'' 

tation étoit placé à la base supérieure du parallélipipède j 

. , , j, . 4A*4-*' 
on auroit rssj^, d'où s= ^ , ■. ^ 

jdSs. Qufilfjuefois plusieurs corps liés e^se^^ os«3lei^ 
autour d'un même axe ) yoyons^ comxyient oa peut dét«^ 
miner la position du centra d'o&ciUation .4e leur ^^tomg. 
Soient r^, r^,. . . 1', i^',. . . les distances de l'axe de rotar 
tion aux ceB^tres de graviié et d'ostiilation de ces corps; 
M' , M^ , .'.'. • leurs masses* Il est visible q^e la for» 
mule (o") indique que la dis^nçe i d^^ l'axe di^ rotation 
'au centre d'oscillation cherché est le quotient du moment 
d^inertië du système divisé par le produit de s^ nias^ 
W + 3i" + etc. par la distance r du centre de gravité 
du système à ce même axe. Ch- cette même formule donne 

^s^ ' ' w - ' i ^^^"^ ^ moBMnt d!iaertift df JP cil 
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M'r't') le moment d'inertie du système, ou la sonimé 
des raoraens d'inertie de tous lee corps qui le composent , 
est Jf Vf' 4* M'^f^t^ + tXc. De plus, par la nature du 
centre de gnn^itë y on a (54) 

( itf' + Jl/^ + etc. ) r = -^tTr' + Ji^W^ + etc. , 

en supposant qae tous ces corps ont leurs centres de çn* 
Vile dans la même droite menée à Pave : donc enfin on a 

* ÂrV + JfM + ctc- ^^ '^ 

Ainnule qui résout le problème proposé. 

Y IL Jliéorie phj-sique de la Percussion» 

^55. Dans l'article I y nous n'avons examiné les 
(phénomènes de la percussion qu'^i suf^sant l'un des 
corps retenu par un a^ fixe > il conrient de généraliser 
notre théorie : nous «Uops dopo. «uppoaer ici .les corps 
{larfûtement libres* 

Soit d'abord un système de points matériels m', m^« • ;" 
libres , et point liés entr'eux , animés de vitesses parallèles 
J^j f^y • . . ) cherchons qnel seî-a le mouTemeot du centre 
de «gravité de -oe système. 

Faisons passer jiar ne centre itfi jplaa pfurallele aux dîf 
rections des impulsions; conmie dans l'origine du mpu* 
Ventent, k somtne des momens de m% m',.'. . par rapport 
à ce plan (55) est nulle; fl est clair qu*elle sera encore 
«ulle dans la suite, puisque ces corps conservent leurs 
distances respectives a ce plan ; ainii h ^ientre de jgravitë 
est constamment «dans- ce plan >: et comme on peut en dire 
«iitJant de to«l «ulPe piaa ]p«tllèle'«uk impnlnens et pas^ 
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sant par ce centre , il s'ensuit que le centre de gravité dé^ 
çrit une droite parallèle aux vitesses imprimées» 

De plus son mouvement est uniforme} car concevons 
un plan perpendiculaire aux directions des vitesses ^ et 
désignons par E'^ E^y. . . les distances 4e m', m^,. . • . 
à ce plan au commencement 5u mouvement ) au bout du 
tems / leurs distances seront jE'+ F'ty E'f -+- f^/,.,., 
(a y j44)} prenons les momens par rapport à ce plan $ 
X y X' étant les distances du centre de gravité à ce plan ^ 
à l'origine . du mouvement et au bout du tems / ^ on 
aura (54) les équations 

(m'+m^+ctc.) X=m'E' ^m^fEi + etc. 

(m'+ m«^+etc.) X'=m'{E'+ rt)'\^mf{Ef+ f^t)+tXc. 

On obtient, en soustrayant ia première de la seconde, 

(to'+ m^ + etc.) (X''^X)z=z {m' V + m^ f ''+ etc,) / j 

ce qui fait voir que l'espace A^ — - A parcouru par le centre 
de gravité est proportionnel au tems. 

Enfin la quantité de mouvemeni qi^auroit le centre 
de gravité , si on concevoit toutes les masses concentrées 
en ce point y seroit égale à la somme de celles des corps; 
par l'équation précédente donne m' V* + m^ VV + etc. 
pour cette quan^té de mouvement, puisque m'+m^-j- etc. 
est la masse qu'on attribue au centre de gravité, et que 

ce pomt est anmié de la vitesse -: ■ ,, --^^*. 

m'+m^'-^etc. 

On ne doit pas oublier dp prendre négativement les 

vitesses qui sont dirigées en sens contraire des autres. 

Ainsi le centre de gravité se meut avec la même vitesse 
que si toutes les impulsions lui eussent été immédiate 
fnent imprimées, ou, si on veut, k centre de gnaviié 
fjf mçut.çommç si foufçs Ifs masses Mu ^sfèmejr étaient 
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C0nccnirées , et que toutes les forces lui fussent appll-* 
quées, en les tratisportant parallèlement à leurs di* 
rections. 

Si ces vitesses imprimées avoicnt des directions quel- 
conques ^ je dis que' la niémé cliose auroit encore lieui 
Car décomposons chacune d'elles en trois autres parallèles 
à trois axes rectangulaires : eu vertu de chacun de ces 
groupes y le centre de gravité sera mu parallèlement à 
chaque axe, conune si ces forces lui étoient immédiate- 
ment appliquées^ car on peut faire pour chacun d'eux lo 
raisonnement précédent) et à cause de l'indépendance des 
effets des forces de directions rectangulaires (146^ 4''*}> 
l'action simultanée de ces trois groupes de forces n'altérera 
en rien ce mouvement dans le sens de chacun dei axes^ 

254« Faisons voir maintenant que lorsque les corps sont 
liés entr'cux d'une manière quelconque , la proposition ci^ 
dessus est également vraie. Pour cela, soient P'^ P^j» •• 
les forces qui agissent sor ces corps : décomposons chacune 
d'elles en deux autres) l'une qui ait L'en, et l'autre qui 
soit détruite : de sorte que F'y F^ . • • soient les forces qui 
doivent produire tout leur effet , d'après la nature du sj8-< 
tème) et que^*, y^,... soient celles qui se trouvent 
détruites par l'action mutuelle de %t% parties xF'eXf sont 
d'ailleurs les composantes de P' y et ainsi des autres. En 
vertu des forces jP, ^''^•'t '^ corps devra se mouvoir 
sans qu'il y ait de force perdue) c'est-à-dire, que si on 
ne supposoit que ces puissances agissantes sur le système, 
il seroit indifTéfent d'en regarder les parties comme liées 
entr'elles, ou comme parfaitement libres. 

n résulte de là , et de ce qu'on a vu ci-dessus , que le 
centre de gravité du système devra se mouvoir comme %i 
les forces P, F*^,... lui ctoient immédiatement appli-- 
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qaëes ; en les transportant parallèlement k leurs dîrc<v 
tîons. Quant aux forces y, y^ .... elles se détruisent 
mutuellement lorsqu'elles agissent sur les. parties du système, 
et satisfont par conséquent aux six équations (T et U y 
59 et 40) ; donc , à plus forte raison , elles doivent se 
détruire en les transportant au centre de jçravité , puisque 
les équations (L/^ ou/) ont lieu. Ce centre est donc sol-? 
licite à la fois par les forces jP, F", . . . et y* Z'',. . . ou , 
ce qui revient au même, par les puissances P'j P*^f* 
Ce qui démontre le théorème ci-dessus. 

255. Lorsqu'on donne à un corps une impulsion P qui 
rfX. i«i. ^^ passe pas par le centre de gravité G , ce centre prend 
donc le même mouvement de translation que si la fofce 
agissoit inmiédiatemeht sur lui. Mais ce mouvement n'est 
pas le seul que le corps doive prendre. Pour nous en as- 
surer ; mettons en évidence la partie de la force P qui 
agit SOT le centre de gravité. Le plan de la figure 121 
est supposé passer par ce centre et par la direction de la 
force P'f AG est perpendiculaire sur AP j AG=z GB, 
Concevons que le point B est sollicité par deux forces 
C^f^sées R et S j telles que R = S =iP : l'état du 
corps ne sera point changé. Mais en composant la puis* 
sanc» S et la moitié de la force P y on voit que le centra 
de gravité est sollicité par une force Tzz. P} de sorte que 
si on introduit une nouvelle force Q égale et opposée 
agissant en G ^ il ne restera- plus que les forces Ret^P i 
comme elles sont égales et opposées, elles ne donneront 
aucun mouvement (254) ^^ centre de gravité, qui par 
conséquent restera en repos comme s'il étoit fixe ; il .est 
donc visible qu'elles feront toiu^ner le corps autour de ce 
centre fixe, comme le feroit laforce P elle-même (106). Ainsi 
l'elTet de la force Q est uniquement d'arrêter le mouve- 
pient de translation du centre de gravhé. 



"^ 
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tl suit de ià qne lorsque un corps esi mu par des forces 
dont la résultante ne passe pas par le centre de gravité , 
ce corps a un double mouvement , i^. il tourne autour 
de ce centre comme s'il éloit absolument fixe ; 2^ ce 
centre se meut comme si les forces lui étoieni immé^ 
diatement appliquées. 

256. Rien ne sera donc plus facile que de trouver le 
raouvement d'un corps oiu par une impulsion quelconque ; 
car le mouvement de translation du centre de gravita 
rentrera dans la théorie connue y puisqu'il ne s'agira que 
du mouvement d'un point ) et celui de rotation étant le 
même que s'il y avoit un axe fixe , on n'aura plus qu'à 
appliquer ce qui a été dit à ce aujet (24^)* Soit P la quan-rig. ut^ 
tité de mouvement imprimée y % sa distance OG au centre de 
gravité du corps M'y on aura (255) pour la vitesse de 

p 
translation du centre de gravité f = -ry-. La vitesse an- 

M 

gulaire sera donnée par la formule {h^) ) mais comme l'axe 
fixe passe ici par le centre de gravité du corps ^ le mo« 
ment d'inertie se réduit à Mk^ , et on a 

La TÎtesse absolue de chaque point du coq» se com- 
pose d'ailleurs de cet deux vitesses j si la force P sollicite Fig.ia». * 
le corps M y dans la direction PS y le point O , oii la per^ 
pendiculaire abaissée du centre de gravité G sur cette 
direction k rencontre, prend deux vitesses; l'unereprésenté^ 
par Oi est celle que devra prendre le centre de gravité G , 
et l'autre est ih qui est due à I4 roUtion^ Tout autrt 
point de OG=^g of&elamâme circonstance c de sorte qu'eii 
pnenani celui qui est distant du point G de la quantité b 
il A ppur vilo»se_«U9hM F± i« } It signe 4- a lieu p<n«r 

40 
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tous les points situes de G vers O ; le signe -« a lieu 
pour tous ceux qui sont places de G vers C 

Concevons Teflfet de ce double mouvement pendant un 
instant) la ligne Oih pourra être considérée comme droite 
et décrite par le point O^ dans le tems oii le centre de 
gravité G passe en g : la droite OG prendra la position 
hgCf de sorte que le point C n'aura pas changé de place } 
en effet, il auroit dû passer de C en O en vertu de la 
translation , et revenir de O en C par Teffet de la ro- 
tation. Ce point C a été nommé Centre spontané de 
rotation. Il est facile d'en connoître la position j car il 
«st déterminé par la condition que sa vitesse absolue p— &« 

est nulle , ce qui donne b tu y ou plutôt ^ = — , à 

cause de la formule (^'O- Or OC=z 0G+ GC=t'^b} 

donc on a OC=iH • Cette expression , comparée à 

(of et /^), fait voir que le centre spontané de rotation 
est le même que le centre' de percussion et d oscillation, 
en supposant que le corps tourne autour d!un axe passant 
en O. Ce point est d'ailleurs indépendant des forces , 
puisque la valeur 0€ ne renferme ni Mm P ) de plus , 
il suit de l'exposé ci-dessus que si on place en C un axe 
de rotation, il n'éprouvera aucune secousse, ce qui est 
d'accord avec ce qu'on a déjà vu (246). 

' 267. Pour expliquer le double mouvement de rotation 
et de translation des planètes, il suffit de supposer que 
chacune a reçu primitivement une impulsion , dont la di«> 
rection ne passe pas par son centre de gravité. La terre 
fait chaque jour un tour sur son axe, et la vitesse de 
rotation d'un des points de l'équateur est Fz=i ^oi"^figQ\ 
indépendamment de son mouvement de translation qui lui 
fait parcomir son orbite dan» une «mée ayec la vitesse 
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9 = 2559o'^,9 j r-Mnitë de tems ëtant le cent millième du 
jour. Soit r le rayon de la terre , on a (24^; IV.) it* = | r* j 
et V-=: rify (an) e cette planète auroit donc reçu une im- 
pulsion dont la direction auroit passé à la distance (f ^) 

, V'u ^ rV . * ^ 

de son centre % = = \ . , en la supposant 

homogène. Le calcul donne à-peu-près % s: --r-* 

258. Lorsque nous avons traité du choc des corps durs^ 
article I^ nous les avons réduits par la pensée à n'être 
que simples points matériels : nous allons maintenant anar 
lyser la même théorie en conservant aw^ corps leurs formes 
particulières. 

Soient M' et M^ les masses de deux corps durs^ suppo^Tig. lo» 
sons que le dernier est en repos , et choque par le pre- 
mier ^ animé de la vitesse V j dans la direction LK nor- 
male à la surface choquée y et qui ne passe pas par le. - 
centre de gravité G. Menons GN perpendiculaire sur 
LK , et faisons GN = a. 

Désignons par V et v^ les vitesses des centres de gra- 
vité des masses M' , M^ après le choc ; on aura V — >^. 
pour la vitesse perdu* par celui de M' dans le choc, de 
sorte que J^f' (^' — Y*^ seraja quantité de mouvement 
employée à mouvoir M^ , valeur égale par conséquent a 
M^y^ j (218) : la vitesse de M'^ après le choc sera donc 

La formule (^^) devient id ir = -jj-. 

Quoique ces deux équations soient les seules que donne 
le double mouvement du corps M^ j elles ne suffisent pas 
pour résoudre le problème ; et il faut s'en procurer une 
troisième j puisqu'elles comprennent trois inconnues^ Il esl 
même visible que la nature du système la comporte et 
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qu'elle nous oiTrc une condition dont noui n'avofls poiht 
£iit encore ufoge. En effet le corps IW n'a acquis toute la 
irltcssc que le choc doit lui imprimer que lorsqu'il n'est 
plus presse parle corps clioquan 1(217)^ ce qui arrive lors* 
que les* points L de contact de ces corps ont la même 
vitesse dans le sens de LN^ Il suit de la que celte vitesse 
du point L y . considère comme faisant partie des deux 
corps , doit élre la mtme et = f^. En tant qu'il ap- 
partient à M'fy il aura pour vitesse (211) ^ v.LG} soit pris 
snr la droite Lm j perpendiculaire k LG ^ une partie Ln 
pour représenter cette vitesse , on aura ^,LG z=z Ln. Or 
on pourra concevoir cette vitesse décomposée en deux 
autres dingées ; l'une suivant LN y et l'autre suivant 
la tangente TS, La première sera Zn.cos NLn ^ ou 

Ln.Bm NLG:=: — ^27" = » X ^^=-^; or puis- 
que la vitesse de translation est f^'^.; en réunissant ces deux 
quantités , on aura v' = f '' ^ —• 

Ces trois éqnatilons serviront à déterminer f^ ^ f^ et y 
en éliminant : elles résolvent donc le problème proposé. 

Si la vitesse du corps 3f' avant le choc étoit oblique h 
la tangente TS ; on la décomposeroît en deux autres ^ 
Tune f^ perpendiculaire à cette tangente ; l'autre F^ dans 
le sens de cette droite. La première est ceUe que nous v^ 
nous de considérer ci-dessus 5 la deuxième a son é£fet en-i 
tier , puisqu'elle est à angle droit avec l'autre : on devra 
donc la composer avec la vitesse y' qui restera de la vi- 
tesse f"' après le choc. La vitesse que le corps choquant jlf' 
aura après le choc sera donc = \/(»^* + ^''*) et sa direc- 
tion fera avec la touchante TS un angle qui a pour tan- 

gente-j^. 
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VUh Mouvement dun corps solide , dont toutes le^ mo- 
lécules sont sollicitées par des forces accélératrices 
quelconques* 



aSçi Ezaminoiis les circonsUncei du nu)uvenieiit d'un 
corps solide soumis à l'action de forces accélératrices quel* 
conques qui agissent sur toutes ses molécules m' ^ m" , • • • 
Réduisons pour chaque molécule les forces qui la soUicv 
tent à trois parallèles à trois axes immobiles 3 savoir 3^ 
Y' j Z' pour m' j A", F'' , Z*^ pour m** j et ainsi des au- 
tres. Soient X ; j* et z les coordonnées variables du centre 
de gravité de ce corps par rapport à ces trois a^s* Con- 
cevons de plus qu'on a fait passer par ce centre trois au- 
tres axes parallèles aux premiers ; et tels que lorsque le 
corps est en mouvement il les emporte avec lui , sans qu'ils 
cessent d'être parallèles aux premiers ^ ni de passer par le 
centre de gravité 1 bien entendu que leurs points de reniP 
contre avec le corps seront variables. Nommons x' ^jr' et z' 
les coordonnées de la molécule m' rapportée à ces trois 
axesj de même jX'^ ^jr^ et z* pour rn" } ... Içs variables 
X y jr et z détermineront la position du centre de gravité 
du corps au bpui du tems /) etjr%^,.zj m^" fj" 9 ^^ y ••* 
donneront les positions respectives des molécules dans leur 
mouvement particulier t c'est ce qui deviendra bientôt par- 
faitement clair. Les coordonnées de m' par rapport 9n% 
trois premiers axes inunobiles sont x + x' fjr-hj' >•» + -=' î 
de même x 4" «'^ ; J^ +7"^ > * + ^'^ pour m'' j et ainsi des 
autres. 

Nous ne ferons ici nos raisasmeinens que i;m& le sens dd 
l'un des axes^ parce içàt les deux autres ofl&ent letiu^es 
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considérations. La vitesse de la molécule m! dans le sens 

dix 4- x') dx 4- dx* 

des X est • ' , ou ; , vitesse qui doit s'ac- 

dt ^ A ' ^ 

(dx -4-d!!2''\ 
J par l'ef- 
fet des puissances et d'après la liaison mutuelle des parties 
du système. La vitesse imprimée à m' suivant les x pen- 
dant l'instant dt est X'dL Dans le tableau suivant nous 
n'avons eu égard qu'aux accroissemens de vitesse puisqu'on 
voit que les vitesses mêmes disparoissent du calcul. Ainsi 

masses, v.impr. y. effectives, dist. àl'axedesz* 

rn' x'é. a(^^^y.....y^y 

m" X«d^ <^^') •^+J'' 

etc. . • • • • M ' 

Dans le sens des j* on auroit de même 

masses, v. impr. v. effectives. dist.àl'axedesZf 

m' Y'dt ^ C^"^^"^' ) *+^' 

mH Y^di à(^:J±l) x + x^ 



etc. 



Il en seroit de même dans le sens des z. H s'agit mainte* 
nant d'exprimer qm'il y a équilibre entre les forces impri- 
mées ^ et celles qui ont lieu prises en sens opposé : ce qui 
nécessite l'usage des sii. équations (7^ et (L^) démontrées 
n**. 39 et 4o ; et on aura les six équations du mouvement, 
x"*. Les trois équations {U) indiquent qup la somme des 
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composantes dans le sens de chaque axe est nulle } cett« 
somme est dans le sens des a:, en prenant dt constant, 

é=z(X'm' + Xfmff H )di* — d»x(m'-4.m^ + • . •) 

Supposons m' -f* m^ -f* etc. ^ iKf c=: la niasse entière 
du corps } de plus, en employant la notation du n*. 54; on 
aura X'm' + X^m^ -{- etc. 3= S.X'm' , le signe S dési- 
gnant une intégrale prise dans toute l'étendue de la masse 
du corps. Enûn par la propriété du centre de gravité (C,55); 
on a 

«:'m'-4-a:^m'^ + etc.=o,m(7-' + m''j'^+ctc.=:o..« (1). 
£n difTérentiant par rapport à j: etj^, on a donc 
m'i^j:'+m^^x*^-f-ctc.=o^'if^'+m^^j^^-4-etc.=o.(2)4 
L'expression précédente équivaut donc à ^ 

M*^ — S.X'm'=^o. 

£n faisant les mêmes raisonnemens j par rapport aux axes 
des^ et des z y on trouve donc pour les trois premièrei 
équations de mouvement 

M.^ = S.X'm' 
di* 

M.^ = S.Y'm' >....-.- (1^). 

or' 

M.^ = S.Z'm' 

Nons nous servons ici de deux signés dont il est impoiv- 
tant de bien distinguer le sens. La caractéristique d est 
employée à désigner les variations successives des cooru 
données lorsque le corps change de position : le signe «^ «st 
destiné à représenter des tommes de termes demémcfctrmo 



520 Dyitàmiqvz. 

jet dont les accens sont seuls difS^rens : lorsque le nombre 
de ces termes est infini , S désigne une rentable intégrale, 
/prise dans toute l'étendue du corps , mais qui est indcpen-f 
fiante de ses chiangemens de position. L'intégrale relative 
à cette dernière circonstance sera désignée par la lettre Jl 

2^. n faut exprimer que les momens des composantes 
satisfont aux équations {T) p n*. Sg, Prenons donc la 
différence des momens par rapport à l'axe des z , des com- 
posantes respectivement parallèles aux x et auxj* , et éga- 
lons cette différence à zéro. Or , observons que , pour le 
point m' y ces composantes seront distantes de l'axe des z , 
«avoir la première dejr '^- J^' y et la seconde de x + x' j 
pn aura donc y pour k différence des momens , 

^X'm' _ ^ m' - ^ m') Cr +y) 

En exécutant les mnhipHcations et observant <pie comme 
riiaque molécule doit donner une expression semblable y 
toutes les lettres marquées d'un trait doÎTent se repro- 
duire dans des termes semblables avec 2^5^ • • . accens : de 
plus en représentant la somme des termes de même forme 
par le signe S y et ayant égard aux équations (i) et (a) ' 
données |»ar la propriété du centre de gravité^ on obtient 

ai m 

Cette équation peut ^tre mise sons me forme phis sîmv 
pie \ en eflet en soustcajant le produit de la seconde des 
équations (r^) par r ; de cckri de la première par j^, on a 
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3fy*^—3fx.^:=:y x S.Xm'—x x S. Vm') 
ce qui change notre équation en 



ou 



S.m' ^'^^'~/'^^ = S.m' {Y'x'^X'j»). 



L'intëgralc du premier membre^ prise par rapport an temS| 
est 5 .m' j ^ opérant de même pour let deus 

autres axes , et faisant^ pour abréger , 

S{m'J{Z'x'^X'z')dtKz=zN' \ (,«), 

S [m' .JXZy — Y'z') A} = A^ J 
on aura pour les trois autres équations du mouvement 

S.m' — ^ — -r^ = N 

at 

S.m' ^'"^' ~^'^« z:zN' } {(9). 

ai 

U résulte de là plusieurs conséquences importantes. 

a6o. i^. Les trois équations (r") ne renferment pasx', 
x^,. ...'y elles se rapportent donc à des circonstances de 
mouvement indépendantes de celui des molécules , et 
propres uniquement au centre de gravité. Elles serviront 
ik déterminer ce mouvement , quel que soit celui des 
molécules du corps : de sorte que ce mouvement ne 
dépendra nullement de Piction mntoelle qu'ailes exercent 

4x 
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les unes sur les autres ; il dépendra seulement des forces 
accélératrices qui les sollicitent : c'est en quoi consiste le 
principe de la conservation du mouvement du centre de 
gravité. 

Au reste; si on conçoit tqute la masse du corps réunie 
en un point unique sur lequel agiroient les forces X'y 
Y' y Z' y etc. , il est visible que toutes ces forces seroient 
réduites à trois qui solliciteroient un point dont la masse 
seroit M : mais alors les équations (r") , qui sont destinées à 
détenniner le mouvement du centre de gravité du corps , 
deviendroient celles qu'on a trouvées n®. i66 , {c') , d'où 
résulte ce théorème général, que le mouvement du centre 
de gravité dun corps libre quelconque , est toujours le 
même que si ce corps étoit réuni en un seul point soi" 
licite par les mêmes forces accélératrices dont les par^^ 
lies du corps étoient animées dans leur état naturel» Ceci 
s'accorde avec ce qu'on a dit (255). 

261. 2®. Les équations (/") ne renferment pas les coor- 
données oc y jTj z du centre de gravité, et sont par 
conséquent destinées à faire connoitre les diverses positions 
des parties du corps , par rapport aux trois axes mobiles 
qui passent par ce centre : ces équations ne seront en rien 
altérées si on appL'que au centre de gravité des forces qui 
le retiennent en repos, puisque les valeurs de iV, N' et 
N^ ne peuvent renfermer les puissances qui passent par 
ce centre (27, 4^) • donc le mouvement de rotation que 
les équations (/'') déterminent, est le même que si ce centre 
étoit fixe. 

Ainsi lorsqu'un corps sera soumis à Faction de diverses 
forces accélératrices f il aura un double mouvement^ le 
premier sera une translation de concentre de gravité y comme 
si toutes ces forces agissoient parailèUment à l^^ndir- 
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récitons sur ce point, auquel on ùnagineroit la masse 
concentrée : le second sera un moùyement ék rotation 
autour du centre de grayité comme si ce point étoitjixe* 
Ce qui est relatif à la translation du centre de gravité , 
est renfermé dans ce qu'on a dit sur le mouvement d'un 
point. Quant au mouvement de rotation j puisqu'il est le 
même que si ce centre étoit fixe, il suffit de recourir à 
ce qui a été dit (246). Alors la formule (m^) donne la force 
accélératrice angulaire : mais comme le moment d'inertie 
est pris par rapport à un axe passant par le centre de 

gravité , cette formule se réduit a -^ = ' ^ . 

!262. 5^. Si le corps n'est mu que par une impulsion 
primitive^ on a -X' = o, V'z=Oy etc. Les équations (r^), 
qui déterminent le mouvement du centre de gravité^ se 

réduisent donc à M—j- =-^ , M-^ zzzA'.M-^- =A'fi 
dt ^ dt ^ dt ' 

comme ce qu'on a fait n"*. 169 s'applique ici, on en con- 
clut aisément que le mouvement du centre de gravité est 
rectiligne et uniforme y et que sa vitesse est- la même que 
si la force impulsive agissoit immédiatement sur lui^ ce 
qui est conforme à ce que nous avons déjà démontré (aSS). 

a63. 4"*' Faisons sur les valeurs {s^) les mêmes raison- 
nemens qu'au n®. 170 : il est clair que Y'x' '^X'j' est 
le moment^ par rapport à l'axe des z^ de la résultante 
des forces X' et Y' ^ or ce moment est nul y soit quand 
X' et Y' sont nuls, soit lorsque la résultante de ces deux 
forces passe par l'axe des z. Ainsi A^^ N' et A^^ sont 
des constantes dans deux cas ^ i**. lorsque le système n'est 
soumis à l'action d'aucune force accélératrice, et n'est mu 
que |>ar une impulsion ) 2^. lorsque toutes les forces passent 
par l'origine. 
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Cda pose; si on projette k masse mf sur la pltQ des x 
et des^, la difFérentielle x'dy '^y'dx' «en {170) la 
in<ntië de Taire que trace dans l'instant dt le rayon reo* 
teur mené de Torigine des coordonnées à la projection 
de m'. La somme de ces aires élémentaires multipliées 
respectivement par les masses est donc = Ndt^ et pro*> 
portionnelle à Télément du tems : d'où il suit que dans 
un tems fini elle est = Nîj et proportionnelle au tems : 
il en est de même des deux autres planl coordonnés* 
C'est en cda que consiste le principe de la conserraiion 
des aires* 

264» 5". Multiplions les équations (r") par dx y dj- et 
dz nespectiyeraent, ajoutons et intégrons , ainsi que nous 
avons déjà fait n*. 168 1 il viendra ^ à cause de • • . • 

, di^ ~ IF ^ 

M -^ = ^ + 2 5 { m/( X'dx» + Y'dy + Z'dz' \ • 

Ortoutes les fois que X'dx' + Y*dy + Z'dz' sera unein- 
tégrale exacte ; ce qui renferme presque tous les cas de 
la nature, car on n'a à considérer le plus souvent que 
des forces attractives dirigées vers des points fixes, (voyez 
Mécanique céleste, n*. 19) en désignant cette intégrale 
par ^ ; on aura 

]k[v^z^A + :iS.m(p {uf). 

Cette équation renferme le principe connu sous le nom 
de conservation des forces vives ^ voici en quoi consiste 
ce principe. La somme des forces vives (226) , ou la force 
vive totale du système est constante si le système n'est 
sollicité par aucune force ) et si ces parties sont animées 
par des forces , elle est la même lorsque ces partief sont 
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libres que lorsqu'elles sont liées entr'elles d'une manière 
quelconque. Cela résulte visiblement de l'équation pré- 
cédente I. puîsqae laïqimntité ^^ H" ^ S.mf n« déptnd que 
des forces accélératrices qui agissent sur le système : mais 
il faut pour cela que la liaison de ces parties ne varie pas 
avec le tenu y et que df soit une diffcrentieTle exacte. 



Fil de la Djrnamùjue^ 



LIVRE II L 
HYDROSTATIQUR 

CHAPITRE PREMIER. 

I. Proposition fondameniale. 

265. A^uoiQVE la figure des molécoles d'une masse 
fluide quelconque nous soit inconnue , nous ne ponvons 
douter qu'elles ne soient matérielles^ et que par consé- 
quent les lois générales de l'équilibre ne leur conviennent 
comme aux corps solides. La propriété principale des fluides, 
et la seule qui les distingue des corps solides (i)^ consiste 
en ce que leurs parties cèdent à la moindre force, et 
peuvent se mouvoir entr'elles avec toute la facilité pos- 
sible I quelle que soit d'ailleurs la k'aison et l'action mutuelle 
de ces parties. Si cette propriété étoit traduite en calcul, 
les lois de l'équilibre des fluides n'exigeroicnt pas une 
théorie particulière} elles formeroient un cas particulier 
des propositions générales de la Statique. 

La petitesse des molécules des fluides , et leur mobilité 
excessive est , il est vrai, un caractère propre à servir de base 
à l'hjrdrostatique y puisque y commun à tous les fluides , il 
B'appartient qu'à eux : mais cette propriété est bien peu 
susceptible de se prêter aux sjmboles analjtiqueSf Yoici le 
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' principe que Clairauli (*^) a pris pour base de THydroi^ 
latique; et que nous suivrons nous-mêmes. 

266. Si on conçoit un ttase ABC, ik forme et dimen^fig, i^, 
sions quelconques, contenant une nmsse fluide ^ et un 
tanal DEFG de Jigure arbitraire , et rentrant en tuir 
même j il est clair que réquilibre ne saurait jr exister, 
à moins que les efforts de toutes les parties qui sont 
comprises dans ce canal ne se détruisent mutuellement^ 
Cela est fondé sur ce que Féquilibre d^une masse fluide 
exige celui de toutes ses parties : or si on suppose que 
tout devient solide j à l'exception du canal DEFGj il 
est visible que si la niasse fluide est en équilibre ^ cet 
état aura également 4ieu dans ce canal ) et réciproquement 
que réquilibre a lieu, si ce canal a une figure et une 
position quelconque» 

267. Il suit de là que si on prend sur te canal DEFÔ 
deux points quelconques D c/ F, tes effets des deux 
parties DEF^ DGF Vune contre Vautre ^ seront égaux ; 
car sans cela il y am-oit un courant perpétuel. 

268. Avant d'aller plus loin , ilous rappellerons ici ce 
qui a été dit (47 et 222} sur les pressions en général. Nous 
avons vu que lorsque des forces étoient détruites par la 
résistance que leur opposoit un corps solide , il falloit que 
la résultante de ces forces &ii normale à la surface de ce 
corps : la pression est cette résultante j de sorte qu'elle 
est égale et directement opposée à la puissance qui mei- 
U*oit le système en équilibre si l'obstacle . n'existOit pas* 
De plus, cette force est mesurée par le produit de la 
masse sûr laquelle elle agit , "muHTpIiée' par* l^éhiént de 



(*) Théorie de la figure de b terre. 
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ritesse qu'elle e«t Cfipable de lui imprimer, durant le prtm 
mier instant* Comme un poida posé sur un plan horisonlal 
exerce sûr ce plan une pression ^e nous sommes habitués 
à considérer^ on mesure ordinidrement les pressions <ju'é* 
|irouye une surface en vertu des forces qui, agissent sur 
elle^ par celle qu'exerceroit le poids d'un prisme. Ain^ 
soit p la pression qu'éprouve la surface a : on peut tou-P 
jours trouver un prisme de matière quelconque , dont la 
base soit a ^ et dont le poids exerce la même pression p 
sur un plan horisontal : il ne faut pour cela que donner 
à ce prisme une hauteur convenable j laquelle dépend de 
la substance dont il est formé. 

Wig. uS. 369* Soit un rase ABC exactement fermé de toutes 
parts et rempli de fluide : nous ne supposons ici aucune 
force agissant sur les diverses molécules de cette substancej 
et par conséquent nous la regardons comme non pesante. 
Imaginons qu'une force P agit sur ce fluide ^ supposé en 
équilibre et dans Timpossibilité de s'écbappep par aucuii 
prifice : on conçoit pour cela un Piston (*) PD adapté à 
l'une des parties du vase. Soit en ilf ou en j& une surface 
plane rz^^ et égale à la section transversale du piston^ 
die sera pressée avec la même énergie que si le piston PJO 
loi étoit immédiatement appliqué* En effet^ si on conçoit 
que de l'aire M on E on ait conduit en /> un canal , 
qa'à l'exception du fluide qui y est contenu ^ tout le reste 
•oit devenu solide s de plus ; si on adapte en M outnE 
un autre piston soumis à l'action d'une force Q:=:P^îl 
Oit clair que l'état d'équilibre devra encore subsister 1 



(c) Un piston est un corps fermant exactement un cylindre 
dans lequel on le fait entrer , et où il peut se mouToir libres 
ment dans le sens de son axt. 
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car ; en général , l'équilibre d'un système de corps n'est 
point troublé , en supposant que plusieurs d'entr'eux 
viennent à s'unir ou à s'attacher à des points fixes. De là 
il suit qu'on peut^ ou employer ce nouveau piston pour 
produire l'équilibre ^ ou laisser simplement le vase fermé 
en D. 

On doit conclure de là que si on dispose tant de pistons 
qu'on voudra ^ de bases égales et sollicités par des forces 
égales I il y aura équilibre. Or Tune de ces forces peut 
être regardée conmie faisant équilibre à toutes autres : de 
plus f la distance entre les bases est ici arbitraire , et on 
peut la supposer nulle : donc la force agissant sur un piston 
dont la base est A y fait équilibre à It puissance nP agis- 
sant $ur un piston dont la base est nA. Soit nP = /7 ^ et 

nA = a • nous aurons donc — = — «ou 

P « 

fA = aP (m). 

On rapporte ordinairement les pressions à l'unité de 
surface , c'est-à-dire ; qu'on suppose que l'aire pressée = i î 
9i donc A = 1 y ou a p s= aP i ce qui apprend que pour 
trouver la pression qu'éprouve la surface 9l, il faut mul- 
tiplier par a celle qu'éprouve F unité de surface. 

270. L'équation (•) donne p =;: -^ x i') on peut donc 

par l'intermède d'un fluide incompressible , produire avec 
une puissance arbitraire P une pression p aussi grande 
qu'on voudra. Il ne s'agira pour cela que de prendre les 
«ires a et A des bases, des pistons! dans un rapport conve- 
nable ) c'est sur ce . principe qu'est fondée la ' presse de 
Pascal. G>nsultez. 1^ .TYaiié de Véquilibre des liqueurs 
dont cet illustre sarant est l'auteur. 
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H. Equation étéquilibté d^une masse fluide ; pressions 
qu^exerceni ses diverses motécutes. 

271. Supposons qu'une masse fluide a ses parties lef plus 
intinics soumises à l'action de forces de grandeurs et dî- 
ree^ns connues } cherchons hs conditibns auxqudles ces 
Ibrees dbîVent satisfaire pour que KéquiKbre ia ftuide soit 
posaibfe ; et la pression <ftd est exercée en un peiïit déter- 
miné de sa masse. 
Fîj. xj6. I^W1F cela concevons trois axes rectangulaires AX^ AV 
eï AZ y dltsposés dans le fluide : nommons x yjr et z ]k% 
trcis coordonnées AP^y JPiV et NM du point Aft Ponr 
avoiB une idée nette de là pression que le fluide etercereÀ 
ce point y il f^ iniaginer qu'imiç snr^ce plane y est |l«r 
cée dans une. position quelconque : comme les molécules 
fluides sont supposées soumise^ à Taction de diverses puis- 
sances ; tous les points de cette surface plane éprouvent 
des pressions y et on veut assigner en particulier celle 
^*éprouve l'élément de cette surface qui est située en il/, 
et dont nous représenterons Taire par tu Imaginons un 
canal ÎM iejigure quelconque y dont la section normale 
soit par-tout = a , et dont la direction soit normale en M 
au plan dont uqus venons de parler. 

Décomposons les forces qui agissent sur la molécofe 
fluide placée ej^ M y en, trois antres Xy V et Z porallèief 
aux trois axes : pour plus ds généralité y ces forcer sont 
supposées variables d'une m<^lécule fluide » l'autre ^ «ussi 
bien 4{ue la densité du fluide que nous désignerons par^s 
ainsi Xy Y y Z et D sont des fonctions de x ^ jr et ^ Le 
petit cylindre Mm y normal au plan y a chacune dtes par- 
ticules fluides qui le composant sollicitée par les forces X 
Y et Z. Soient F{x , j* , *) =s o , et/{x , j- , j) = o 
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les ëqoatioiis de ce cumI , ( ou plutôt de ton 4xe ) ^ 

dx dy dz 

'T~ 9 "^ j -f <^Q^ ^^' cosinus des angles formés par l'élé- 
ment Mm du canal et les axes y s étant la longueur IM. 

— . dx dy dz 

Donc ^'-ff ^'"j" t ^*T~ *^°^ ^^ ^^ composantes des 

forces Xy Y^ Zj dans le sens de Mm : chaque molécule 
fluide contenue dans Mm, est donc sollicitée par la force 

JC.— 4- V,'j-^Z.—, De plus le rolume du cylindre 

Mm étant <u£f ^ sa masse (5i) est aDds : donc la forcer 
motrice (jui le sollicite est Da [Xdx + Ydy + Z&). 

Si on se sert des équations du can^l ^ fl sera aisé l'^« 
miner de cette expression deux des trois Tariables x , jr 
et 4 : ^le ne sera denc fonction différentielle que de la 
troisième; en intégrant dans les }iniites déterminées par 
les extrémités / et JK/* du canal j on aura l'effort total 
qu'exerce tout le fluide contenu dans ce canal pour s'é- 
chapper par l'orifice M* Or il est manifeste que la pression 
qu'éprouve l'ëlément a y placé en ilf ^ n'est autre que cet 
effort , puisque ic canal «st normal au plan ; et que le 
fluide qui l'environne ne peut produire depressionsiarcet élé- 
ment|que par l'action qu'il exerce sur roriflce ly action qui est 
entrée en considération lorsqu'on a intégré. Si donc on re- 
présente par p la pression exercée sur l'um^tc de surface , 
ap sera (269) celle qu'éprouve l'élément a ; donc on a 

p=/Z>(-Xar+ Y^ + Zdz) (ff). 

On ne sappose id p constant snr Timité de ma^faee «qwfr 
comme terme de comparaison \ ainsi pour tie rien baisser 
à désirer , et lever toute obscure , il faut toncevofa* 
qu'un prisnie dotft la base est l'unité y et dont le poida 
estp, est posé su^mi {tel horisontid; chaqcK^éaMtttzzsa 
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de sa base ëprouve la ménie pression que le fluide exerce 
en M» 

Z'jn. Tout ce qu'on vient de dire doit également avoir 
lieu quelque fomic qu'on attribue au canal *y et puisque 
la quantité D {Xdx -{- Ydjr + Zdz) doit pouvoir être in- 
tégrée quelles que soient les équations de ce canal j il 
s'ensuit qu'elle doit être une difTérentielle exacte. Sans 
cette condition les forces qui agissent sur les molécules ne 
aeroient pas de nature à se faire équilibre ^ et le fluide 
auroit toutes ses parties dans une perpétuelle agitation. Il 
faut donc qu'on ait les équations 

d.DX _ d.DY d.DX _ d.DZ d.DV d.DZ 
dy dx ^ dz dx ^ dz djr ' 

En exécutant les différentiations y et multipliant la pre- 
mière de ces équations par Z y la seconde par -^ K , et 
enfin la troisième par Xy puis ajoutant ^ le facteur com- 
mun D disparoit, et on a pour la condition d'équilibre 
de la masse du fluide 

SdY dZ) \{dZ dX) „\dX dVï 

Si la densAé D du fluide est la même dans toute l'éten- 
due de sa masse y Z).est constant^ et on retrouve les équa- 
tions (e' , i68). L'expression (y) doit donc encore être 
satisfaite. 

L'intégrale- de la fonction D{Xdx -f- Vd^ -f Zdz) 
pourra donc être aisément trouvée par les quadratures 
(voyez le Cale. int. élém. de Lacroix y 5oQ et 5io) et 
cela sans qu'il soit nécessaire y comme nous l'avions sup* 
posé d'abord y d'en éliminer deux variables. Xyjr et z re- 
présentent^ dans Tintégrale^ les coordonnées de la suifice 
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pressée a 5 et comme la disposition de cette surface n'entre 
^ dans le résultat y on «n conclut' que la grandeur de là 
pDBSsion Teste la même lorsqu'on fait varier Pinclinaisoù 
de cet élément y sans qu'il cesse d'être situé dans le même 
Uea du fluide : alors la direction de la pression est la seule 
chose qui change. L'intégrale exige l'addition d'une cons« 
taiite dont là valeur dépend de la pression à l'orifice / 
du canal : mais comme cet orifice est en un lieu qùeloonlque 
da fluide y il est clair qu'il suffit de connoitre la valeur dû 
la pression en un lieu déterminé du système y tel y par 
exemple y qu'à la surface du fluide. 

Si le point M pour lequel on demande la pression est 
à la surface libre du .fluide ^ alors l'intégrale de la fonction 
D{Xdx -t- Ydy •+- Zdz) donne la pression qui a lieu au 
point de cette surface dont les coordonnées sont Xyjr etZé* 
Il est d'ailleurs visible que la pression est normale à cette 
surface : or pour tous les points qui la composent la 
pression est évidemment la même; ou nulle : ainsi p =z Cj 
d'où d^zzzo) donc 

Xdx + Ydx + Zdzzizù {i). 

est Inéquation de la surface du fluide : on intégrera y ti on 
déterminera la constante en ayant égard à la pression Cqui 
a lieu à cette surface. 

275. Faisons des applications des formules précédentes. 

i**. Supposons que les molécules fluides sont toutes sol- 
licitées par des forces dirigées vers un point iixe ; prijt 
pour origine : soit r la distance du centre d'attraction au 
point qui 9, x y jr tX Z pour coordonnées y tt qui donné 
r* = X* -f- j"* + z*) cette ligne r fait avec les trois axes àti 

X Y Z 

angles dont les cosinus sont — ^ — et — • Désignons par 
f la force qui agît sur la molécule placée an point dont 
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, ^x 0r 0i 

nous parlons j ^~ , -^ et — sont Bts composant^ 

ikns le sens des axes \ on doit les prendre ïiégativement ^ 
paroe qu'elles tendent à diminuer les coordonnées ; eC fl 
fiiut substituer CfM valeurs dans les équations précédentes , 

On peut d'abord aisément reconnoitre que l'équation (y) 
est satbfîuta \ ainsi l'équilibre est possible dans le sjstènK. 
De plug l'équation {i) devenant Jtdir 4- ydj + *& =s o , 

en supprimant le facteur commun — — j on obtient en 

intégrant x^ ^f^ •*^ «* z=â C^. Comme cette équation €st 
cdle d'une sphère qui a C pour ra^on y on en condut que 
k masse fluide devra affecter la forme sphérique y pour 
que l'équilibre puisse exister en Yertu dek £>rces ^ qui ani^ 
ment ttdt molécules. Telle seroit la figure des planètes , si 
elles avoient été originairement fluides , et si le monve** 
ment ^e rotation qui les anime n'avott déterminé nne force 
centrifuge dont l'effet a dû les aplatir vet*s leurs pMes et 
les élever à l'équateur. 

Supposons que la force d'attraction ^ soit proportion- 
nelle à la puissance n de la distance r au centre ; et que la 
densité D soît constante : on a ^ = Ar^ , ce qui change 
l'équation (C) en p =r ADfr^ — ' {xdx -^jrày + zdz) j or 

Telle est la valeur de la pression (rafqportée à l'unité de 
surface^ qu'éprouve le point qui a peur coordonnées Xt^ 
jr et z. 

2**. ^Lorsque les molécdes fluides ne sont soumises à 
d'aiRre Ame fu'ii la gntvtié^ en pmttaiit i'a»4M à vtr«i. 



tical y on a X s o ; K= o et Z = — ^. On voit que 
L'^<^9iatiûJi (y) é\mi satisfaite y l'ë<piilibre est possii^le.^ ^ 
de plus l'équation {i) se réduisant à — gdz = o , ou 
M s= const.; la surface supérieure du fluide est parallèle au 
plan xj' f c'esVà-dîre f horisontale ^ lonque-l'équilibre a lieu* 
Enfin la valeur de la pression en un point quelconque 
du.A^'^t 

^z=z—fDgdz (i> 

Cette ëquatîoft a lieu pour tou» les ftulespMans^ torsqveW 
densité D est constante^^ ee qm arrive-p^ur tous les fluides in* 
compressibles; ou qu'elle est fonction de z seul, on reoiarque 
que k pression ne verk qu'«ve« W hwkteNT 4 1 9e^qm# f^t xpif 
que iotdi^si igs moUcuies <^i sûfiii fUw^ sur «m mém^ 
jdan korisenkd sont égqt^fmnt jN^ms^ , et réciproque* 
memu Ces diveises, propriétés des fluides pestas servent dt 
base à une foule de condidératioas iinportante« qaHl gq9.^ 
vi^at d^ développer ^ c'est ce doat nous allons nous occuper^ 
Oa distingue deux soilea de fluides : les uns y teb quQ 
Feat», le vin y le mercure • • • sont mcompressi/fles ^ leur 
densité- est oon$U)nte ^ oa lea npmme Uquides ) les «utreii 
aoBt compressibles et aérififrvnes ) on les 9fçei)n^ /luidfSk 
élassiques y parce qu'ik ont aussi la &cultjé de se vétablji* » 
teb sont {es gaz et l*air atmosptiérique. Noua allons auc^ 
cessiveroent examiner les propriélés de ees deiiz sortm de 
DiMvies» 
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CHAPITRE IL 

Db8 FIiVXDBS incompressibles et PESAffS. 

I» Des Sjrphons et Niveaux ; pressions exercées sur Icsi 
parois des vases* 

ù.'jl^* XuisQVB la surface du fluide est horisontalci 

quelle que soit la figure du vase qui le contient , on voit 

que si plusieurs tuyaux de courbure arbitraire se commua 

niquent entr'eux , le fluide pesant qui j sera renfermé 

devra s'élever dans chacun à la même hauteur. On a donné 

à ce système le nom de Syphons y et c'est sur ce principe 

que la construction du Niyeau d'eau est fondée* Cet ins« 

trument ^ qui n'est qu'un syphon à deux branches y con-t 

ffif . XJ7. siste en un canal EF plus ou moins long y aux extrémités 

duquel sont lutées deux fioles recourbées AE y BF; si on 

verse de l'eau dans l'une d'elles , ce fluide y après avoir 

empli le canal EFy s'élèvera dans la fiole BFy et toute 

droite qui passera par les deux surfaces A eX B sera ho- 

risontale. On adapte à cet assemblage un pied en C ^ pfiii 

de pouvoir se servir par-tout de cet instrument^ dont 

l'usage est trop connu pour que nous nous y arrêtions ici» 

flff.'zA 275. L'instrument appelé Niveau à bulle cTair est fondé 
sur le même principe y et rempb't le même objet : il est 
composé d'une boite CD de métal ^ qui renferme un tube 
de verre , et le recouvre entièrement , à l'exception d'une 
partie qu'on voit paroitre par une ouverture pu fmêtrc cfo 
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pratiquée à la boite CD. Le tube f fermé hermétique^ 
ment , contieiit une liqueur ^ qui est ordinairement de 
l'alkool ou de l'éther , et qui n'en remplissant pas entiè* 
rement la capacité , laisse un petit vide ab occupé par l'air. 
L'instrument doit être disposé de manière que , lorsque les 
extrémités a et 6 de la bulle d'air sont également distantee 
d'un point m qui a Une position constante sur le tube , 
l'axe soit horisontal. Ce point milieu n'est pas marqué sur 
le tube } mais il y a de chaque côté, et dans l'espace oii les 
extrémités de la bulle se trouvent renfermées , dans di£fé« 
rentes températures , un certain nombre de divisions égales 
qui jr sont numérotées , et on règle l'instrument de ma- 
nière que son axe soit horisontal , quand les extrémités de 
la bnSe sont sur deux divisions de même numéro. 

On adapte souvent à cet instrument une lunette ; dontf 
l'axe optique est parallèle à Taxe du niveau ) et pouf don- 
ner plus de sensibilité à l'instrument ^ on travaille intérieu- 
rement le tube de verre ; de manière que sa section longi- 
tudinale intérieure soit un arc de cercle. Nous ne potivotts 
entrer ici en détail sur la propriété du niveau , les procédés 
de nivellement y lès correction'^ des réfractions y etc. Oïl' 
peut consulter à cet égard VArcMttcUitt hydiraùUqiié' ,' 
ri*. S46- 

a76« Lorscpie la densité D est constante , comme on 
peut prendre pour le plan xy la surface du ûuide ( ce qui. 
force à compter les z positifs de haut en haut) l'équation 
(§} devient 

p=:C+Z)g2i. 

De plo^y lorsqu'on fait z ^o ^ on a p riisr C^; donc C est 
la pression- exercée sur chaque unilé de la surface du 
Buid^ ;• elle ré|>otld au poids de l'atntosphère j et est nulle 
qiMnd ^ an.fiut abstract[ofi. Ou pëuil repréieuter C ^ par, 

4^ 
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le poids d'un prisnfe du même fluide ^ en donnant à et 
prisme la hauteur h y et une base égale à l'unité : alors oft 
a Dgh z=z C , puisque h est le volume de ce prisme y 
Dh sa masse (5i) ; et Dgh son poids (222}. Ainsi l'équa- 
tion précédente équivaut à 

jp = Dg{h + z} = n(.h + z) CO, 

en faisant Dg = «r. La valeur de h sera d'ailleurs connue 
lorsqu'on aura Dg ei C s de plus «r est le poids absolu de 
funiié de volume du fluide 5 c'est ce qu'on nomme sa 
PESANTEUR SPÉCIFIQUE. Nous cu donuerous hientdt la 
valeur pour chaque espèce de substance (295). 

277. Puisque la pression exercée dans toute l'étendna 
d'un plan honsontal est la même ^ il en résulte que celle 
qu'éprouve une surface horisontale A^ dont Z est l'enfon- 
cement dans le fluide^ est (269) ; 9 A (Z + A). Cette valeur 
se compose de la pression wAh qui seroit éprouvée à la 
surface du fluide , et de celle wAZ qui est le poids d'un 
Tolume de fluide égal à AZ. Ainsi en faisant abstraction 
de la première partie ; on voit que la pression qu'éprouve 
faire horisontale A , est le poids if un prisme de fluide 
qui a cette aire A pour base, et pour hauteur sa distance 
à la surface du fluide* 

Cette conséquence s'applique immédiatement à la pres- 
sion exercée sur le fond horisontal des vases ^ il en résulte 
nn fait assex singulier. 
Vis* itg» Si on a trois vases dont les fonds horisontaux AB y EP 
et CD soient égaux ^ et dans lesquels un même fluide in^ 
compressible soit contenu et s'élève à même hauteur ^ la 
pression sera égale sur les fonds de ces vases y dont la 
forme est d'ailleurs arbitraire. Ainsi cette pression sera 
moindre ou plus grande que le poids du fluide qui 7 esl 
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renfermé, ou même égale àce poids, suivant que le vase 
aura Tune des trois formes de la fig. 129. On doit donc 
Irien distinguer le poids du fluide de la pression. 

Ce résultat est confirmé par Texpérience : on emplit 
d'eau un vase tel qu'un tonneau , on j adapte un tujraa 
rertiçal tre»-ëleyé qu'on emplit du même fluide } la pres- 
sion exercée sur le fond du tonnçau étant le poids d'un 
prisme d'eau qui a pour base le fond même , et pour hau« 
teur celle à laquelle ce fluide s^élève dans le tujrau } U 
tonneau ne peut résister à un aussi grand effort , ses douves 
s*éeartent et laissent échapper Teau. 

278. L'équation (Ç) montre que p croit avec z t ainsi 
lorsqu'un vase est destiné à contenir une grande masse de 
fluide , les parties les plus enfoncées supportent une plus 
forte pression que les autres. Si donc on doit former un 
assemblage de tujaux verticaux ^ destinés à élever l'eau 
ou tout autre fluide , c'est se jetter dans une dépense su- 
perflue que de donner la même épaisseur à toutes les par* 
ties. Car si les inférieures ont une épaisseur suffisante , 
comme elles doivent l'avoir en effet, les parties supé- 
rieures en ont nécessairement trop» Il convient donc alors 
d'avoir des tajaux d'assemblage de même diamètre int^ 
rieur , mais d'épaisseurs différentes ; de placer en bas les 
tuyaux les plus épais , et successivement les autres , à 
raison des différentes hauteurs de l'eau. 

Pour trouver en général l'épaisseur que doivent avoir 
les tujam de conduite , il faudroit^ par des expériences 
fidtes avec exactitude , déterminer la force d'adhérence 
des différentes substances qu'on emploie pour former ces 
tuyaux. Noos nous écarterions trop de notre objet en trai- 
lant ici cette matière , sur laquelle on peut consulter l'Hy- 
ârodjrnaoïique de Sossut. 
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379. Cheix:hoiisni2^ntenaat la pression. epeçrçëe par uit 
fluide pe^nt f t iuconiprcssible svu* ufff sur&çe plane , cf^ 
y est disposée d'une çumièir^ qu.elçoti({ue 1 cela s'^^pligu^f 
naturellement aux parois latéraux des v^ses , et métae à 
leurs fonds ^ lorsqu'ils ne sont pas, honson^ux. Si on prend 
seulcrnent un des ëlémens a' de la surface en questio.n , 
rccpation (Ç) dpnne pour la pression qu'exerce le fluide 
sur cçt élément a' (269) , p<ï' = Ti-a'z , en faisant abstrao- 
tion de la pression exercée à 1^ surface supérieure du. 
fluide f laquelle se distribue également sur tous les points^ 
de la surface pressée , quelle qu'en soit riiicli9aison (269)*. 

Cela posé, nommons a' , a" , les divers élémens 

de ce.' te surface ; z% z^ ,...>• les distances (Je ton» ces 
âémens à la surface supérieuce du fluide y qui est h plaa 

des :r^ , on aura wa'z' y %a*^z'* pour les pressions 

qu'ils ëprouvent. Ces pressions forment un systèipe de 
forces normales au plan qu'on considère^ leur résultante R 
sera visiblement égale à leur somme , car ces forces sont; 
parallèles entr'elles^ elle sera donc 

R = »(aV + a^z'f + etc.) 

Désignons par A l'étendue de la surface pressée , on % 
'^ = a' + a'' + . . . . De plus a'zf , a^z** j • . . sont les- 
momens , par rapport au plan de la surface du fluide , des 
ëlémens a' ^a** y . • • qui composent l'aire A* Or en dési- 
gnant par Z la distance du centre de gravité de cette 
aire à la surface supérieure du fluide , on a (54) • • • 
JiZ = a'z' + û"«'' + . . . . : dope on a A = wAZ pour 
la pression cherchée. Or AZ est le volume d'un prisme 
qui a A pour base et Z pour hauteur : de plus sr est la pe- 
santeur spécifique du fluide y ou le poids de l'unité de vo- 
lume de ce fluide (276) ; ainsi vAZ est le poids d'un vo- 
lume de fluide égal à celui de ce prisme Donc Ul 



PllKSSlONS ^R L^S PAliCHS DKS VASES. 34l 

résultante des pressions qu'exerce um fluède pesant sur 
une surfuce plarte fforj eif fftongéS"€C dans ime posi^ 
tion quelconque , est le poids dun prisme de ce fluide 
qui à pour hase cette surface , et pour hauteur tenfbn^ 
cernent de son centre de gravité dan^ lefluide- 

. Il est important de remarquer (]ue toutes les surfacei 
ptogaes plongées dans- un fluide ^ éprouvent des pressions 
égales lorsque les aires sont égales y pourvu que les on- 
fonceiuens de leurs centres de gravité soient les mêmes* 
De sorte .<^'on peut ^ sans changer la grandeur de cett* 
pression^, mettre une surface plongée dans toutes les po- 
sitions possibles, pourvu que son centre de gravité reste à 
U mlnie distance de la surface du fluide* Donc toute 
surface .plane ,. plongée dans un fluide ^ éprouve des 
pressions , dont la résultante ne change pas de, grandeur ^ 
lorsqu'on fait mouvoir cette surface autour de son centra 
de gravité pour la disposer liorisontalement. Cette résul- 
tante change d'ailleurs de direction et de position. 

a8o» Le centre de pression est le point par lequel pass« 
la résultante : ce centre est facile à assigner j d'après ce 
qn'on a dit (56) puiscp'il ne s'agit qne de connoitre là 
position.de la résultante d'an système de forces paraUèles^ 
Supposons que chacune des pressions élémentaii'es devienne 
horisontale , ce qui ne change rien au point d'application 
de la résultante (57). Soit z l'enfoncement du centre de 
pression ; il ne s'agit que d'égaler le moment Rz de la ré- 
sultante, par rapport à la surface du fluide, à la somme 
des mojuens iraV*, îra"z^*, ..• des pressions élémen- 
taires T^a'z^ f %a^z^ , . . . j ce qui donne 

/lj==3r^Zz= y (aV* + a'fz^'' H- ...) ou AZz =S.a'z'^. 
Ainsi là distance z du centre de pre6sion à la surface du 
fluide est 



Pour faire usage de cette formak 3 faudra exprimer 
Taire ëlëiuentaire a' eu fonction des difFërentielIes des 
coordonnées j mettre pour z'* sa valeur donnée en xetjr 
par l'équation du plan pressé , et intégrer aV* dans les 
limites déterminées par la figure de l'aire plane qu'on côi^ 
sidère. Cette formule («) ne fait d'ailleurs connoltre le 
centre de pression que dans le cas où on connoît à priori 
une ligne qui le contient , ce qui a lieu lorsque l'aire pres- 
sée est partagée en deux portions symétriques par un plan 
Tertical : mais dans tout autre cas , il suffira de prendre les 
momens des pressions élémentaires %af2^ j wa^z" ^ • • • par 
rapport à un plan vertical , perpendiculaire à celui qu'on 
considère : en opérant comme ci-dessus ^ on obtiendroit la 
distance du centre de pression à ce plan vertical , et par 
conséquent sa position. 

281. En général I toute cette théorie s^applique à la 
poussée des eaux stagnantes contre les digueS'quis'oj^iosent 
à leur écoulement. Consultez à ce sujet VArchùecture 
hjdraulique de Pronjr, pag. 279 , et les Recherches sur 
ta construction des Digues , par Bossut tX FialleL 

Nous nous bornerons ici à appliquer ces principes gé« 
néraux à la pression contre la vanne rectangulaire d'une 
écluse : soit m son càXà horisontal y n sa hauteur depuis 
la partie inférieure jusqu'au niveau de l'eau. On a jizsinm \ 
et conune le centre de gravité est au milieu de la hauteur n^ 
2= ^ n. n suit de là que , i^. la pression est /2 =r ^ wmn^ ; 
A^*. le centre de pres^on est visiblement sur la ligne ver-^ 
ticale qui passe par le milieu de la base m ^ 5*. en prenant 
pour élément af un rectangle horisontal qui ait ^ pour 
sa hauteur^ et ni pour sa base, onla a^ s= m^ : ainsi 
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5 . a V* = 5 . mzf ^dxf = \ mz'^. Or les Kniites sont «^ = o 
et z' ^s.n\ cette intégrale devient donc -^ mn^ : ainsi on 
« pour renfoncement du centre de. pression z=:§ /i. 

G)mme nous allons exposer avec détail la théorie de 
Tcquilibre des corps flottans ^ nous ne dirons rien ici 
sur les pressions exercées sur les surfaces courbes ; parce 
que l'une rentre dans l'autre. 

IL Conditions ^équilibre des corps flottans. 

282. Examinons maintenant ce qui arrive lorsqu'un corps 

flotte sur un fluide pesant. Soit dz=pdJ^^^ qd/' Téqua* 

tion différentielle de la surface plongée i p et q sont les 

coefHciéns des différences partielles de z dans Téquation 

de cette surface y qu'on suppose ici rapportée au plan de 

flottaison ( c'est-à-dire k la surface du fluide ), comme plan 

des xjp Si on fait, pour abréger, Af = \/{i -f-p*+ q*)^ 

on st rappelle que (voyez les feuilles de Mongc, 5, JiC et 4) 

les angles que forme la normale Nm au point m (qui afif. Ot. 

pour coordonnées jiP = x j PQ =j', Qm :=-»), ont 

P ç 1 

pour cosinus respeclivenient -^ , —- et -r^y 

Gela posé, concevons un élément mm' de la surface | 
projette sur le plan xy suivant le rectangle Qqzszdxdyi 
cet élément se confond avec le plan tangent à la surface , 
et fait, avec le plan de flottaison , un angle ^al à celui que 
forme la normale Nm avec l'axe des ^ , auquel la verticale mB 
est parallèle ) car ces droites sont perpendiculaires respective- 
ment à ces plans. Il suit de là que l'élément mm,' a pour aire 
le quotient de la projection Qqz^idxdyy divisée par le 

cosinus —g^ de Tangle NmB : ainsi cette aire est 

mm' zz^ Mdxdf. 
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De plus y U pressibii ({) sur runitë de surface étant 
xsiwJffCa fiôsant abstraction du poids de Pair^ ceUe 
qu'ëprouve l'âénient mm' est wMzdxdjr j et ses compo- 
•antes dans les sens des axes des Xj it&jr et des z^ sont 

9zpdxdjj TczqdxdjTf vzdxdj: 

Ces trois valeurs ëtant intégrées datis les linntes que pre»» 
critla partie pressée qu'on considère , donneront les près* 
sions parallèles aux axes, ëprouyces par cette partie de la 
surface plongée : et oYi ne pourra réduiie ces pressions à 
une seule que dans des cas particuliers (44)* Quant à Tin- 
tégration j elle se pratique en suivant les mêmes principes 
que lorsqu'il s'agit d'évaluer Taire d'une portion de 
surface courbe^ lorsqu'on connoit la projection de %e% 
limites sur le plan xjr* Ainsi il faudra remplacer z y 
I? et ^ par leurs- valeurs en fonction de x tX jr^, déduite^ 
d^ l'équation de. U surface |. et intégrer auçcessivemeni 
1^ rapport à ces deux variaUes .dan& les limites désignées « 
A^i^onS ces considératioiia au cas où on veut év^)ps«r 
bu. pr^^ioflsi eiperc^ sur la partie enUère qui est plongéft 
dans le fluide. Soit HOKL la projection de cette partie 
sur le plan*, ^jr : il: faudra:, intégrer d'abord par rapport è^ 
Jf , âepuit jr^=±'PK jusqu'à jrssPff'j. et comme PX 
^tPif,9smi des: fbnctioos conmie& de ^ ^ on devra, intégrer. 
Q^mote leS; résultais depuis, x = JLE jusqu'à x z=.jlF*' 
O^pérons dTabord sur U quantité %zqdxdy:\ l'intégrale par 
iViPiKirt à j^ exige qu'on regarde x. comme constant^ ainsi 
Q^ a; wdxfzqdjy et comme qdy =^ ^i; .lorsque x est, con»i^ 
lapt;. L'intégrale est l^x^dx. Il Vagit d'intjégr^ir ce résultat 
pftr rapport à x\ wxm avant toui^ comme l'intégrale pr^ 
cédente a dû être prise depuis j' = PK jusqu'à^=P/f, 
et qu'aux deux points // et /C on a z = o, il suit dé 
là que si on veut substituer dans { %z^dXf. poup.^i m^ 
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valeur tnx ^ItajTf et prendre cette quantité entre lei 
deux limites, elle devra se trouver nulle. Ainsi ^ wz^dx 
^'évanouit, et Tint^prale est nulle d'ellewnéme. 

De même, wzpdxdf int^é d'aboi-d par rapport à 0( 
âeul I donne mé^fzpdx := \ isz^dx^ parce que pdxzsi d^ 
lorsque jr çst constant. Or l'intégrale \ %z^dx priçe entrp 
les limites conyenables s'évs^nouit encore. Il i^ésulle de c^ 
4€iux conséquences que tou4fi5 les pressiçns çue ■ Je J'Jjuid^ 
^erçe horizontalement sur cliacunfi des t^qnfihes élcr 
mcfUaÎKes paraUèlçs au pl(in jde flott^isçn, se dépyisfinf 
mutuellement. 

285. Yenons-en maintenant à la composante verticale 
wzdxdj'y qui ^t dingëe de bas en haut : il est visible que 
zdxdfT esit Ip vplunic du prisrac Qqm'm : donc %zd±dy 
est égal au poids d'un prisme de fluide d'un volume égd 
à celui de Qqm'm. Concevons un cylindre vertical qui 
aurqit pour base la projection OKLH de la partie |>Iongée 
du corps j il l'embrassera et ia touchera suivant la courbe 
O'U. N'ayons d'abord égard qu'aux pressions éprouvées 
par la partie inférieuce O'ÏIJi elleslbm^ent visiblemenijane 
série de forces verllcfdes ; dirigées de bas en haut ^ chacune 
d'elles est ==: wzdxéy-y qia est le poids du prisme de iiu4t 
dont nous venons «le parier. Mais une pacfie.de .ces presr 
sions seront diminuées par celles qui sont exercées à la 
partie supérieure du corps j car elles agissent en sens 
.contraire : ci même le corps étoit entièrement plongé^ il 
^drcftt.ks wwûpu^ toutes de f[z'4xd^'^ z' désignant J'en- 
£uioe»Qnt dans le .^^i^e das éléme(\s prcsiçcs. De ^.qrtp 
que la force qui en .résultera sera simplement sr {zrTz')dxd)r^ 
qui est le poids d'un .prisme de fluide égal au filet du 
corps pldn<ré qui répond an-dessus de l'élément qu'on 
considère. 

Il résulte de là qu'on peut faire abstraction des presr 
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sîons qui ont lieu à la partie supdri^re du corps, pourvu 
qu'on regarde celles qui sont cxercdes à la partie inférieure 
O'IL cpûime (égales à w{z — 'z')dxdy. Donc un corps 
plongé en tout ou en partie dans un fluidç pesant et en 
équilibre , éprouve des pressions dont la résultante est 
verticale , dirigée de bas en haut et égale au poids du 
fluide que le corps déplace : cette résultante passe ttaih 
leurs par le centre de gravité de fluide déplacé, car 
toutes les composantes ëtant assimilées à des poids, elle 
doit passer par le centre de gravité de leur système (*)• 

a84- Nous avons jusqu'ici fait abstraction du poids du 
corps : or ce poids est une force verticale dii-igée de haut 
en bas, et agissant au centre de gravité du corps: cette 
force est doue opposée à la poussée du fluide. Donc^ 
i". les composantes horisontales se détruisent encore ici j 
2*. le poids d'un corps plongé en tout ou en partie dans 
un fluide, est diminué du poids d'un volume de fluide 
égal à celui qu'il déplace. 

Quand il arrive que le poids du corps est égal à celui du 
fluide déplacé , les deux forces nes'entredétruiscnt que lors- 
qu'elles sont directement opposées (54) , ce qui exige que 
ks, centres de gravité du corps et du fluide déplacé soient 



(*) On peut se rendre raison à priori de cette conséquence: 
en effet supposons qu'une force agissant sur un corps non pesant 
le retienne en équilibre plonge en tout on en partie dans un fluide 
pesant. Si on reinplace la portion plongée du corps, par un »e^ 
ment égal de fluide devenu solide , réquilil.re subsistera visible- 
ment sans le secours d'aucune force. Donc le poids de ce solide 
•era égal et directement opposé à la pression du fluide sur le corpt 
plongé , c'est-JL-dire , tt la force qui Vy retient en équilibre. 
Donc I etc. 
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dans la même verticale. Ainsi pour au'un corps pesani 
puisse flotier en équilibre sur un fluide, il faut deux 
conditions , i*. que le poids entier du corps soit égal 
au poids du volume de fluide déplacé i et 2*. que la 
droite qui passe par les centres de gravité du corps et 
du fluide déplacé soit verticale* 

285. Soient II et ir les pesanteurs spécifiques respectires 
d'un corps et d'un fluide^ f^le volume du corps ^ i' celui 
du fluide qu'il déplace ^ wv sera le poids du fluide déplacé, 
et représentera la pression totale exercée sur le corps : 
II F sera le poids du corps ) et il se présente ici trois 
cas. 

i^ Si l'équilibre subsiste ; alors on a 
^yziznr. •.(!). 

Cette équation exprime l'une des deux conditions néces* 
«aires pour que Tcquilibre ait lieu. On remarque que si 
le corps est entièrement plongé dans le fluide ; comme 
y=z Fyû faut alors que »• = n, c'est-à-dire, que le corps 
doit avoir la même pesanteur spécifique que le fluide ; 
dans ce cas l'équilibre a lieu , • quelle que soit la position 
du, corps dans Ls fluide, car le centre de gravité du corp^ 
est le même . que celui du fluide déplacé. La réciproque 
est 3Taie. 

. a*. Si on a «y > n F} alors le corps doit remonter, et 
kt poufisée du fluide surpasse le poids du corps de irv-rll ^. 
Or dans; ce cas v étant la' seule quantité qui varie lorsque 
le corps remonte ) on voit qu^l= doit arriver un instant 
oiii on anra «rv =: TPF} de sorte qu'après plusieiu-s oscilfations 
verticales , si les centres de gravité du ciorps et du fluide 
déplacé se trouvent toujours daiis la même verticale, 
mcjuilibre doit s'établir. Obsenrotis que le cas présent taàgn 
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toiijOflrs (fjtie la pc«âiitMiJ" spétiitc(ii6 du corps soit ptui pè* 
tîte <qu'c celle du fluide ^ cat on a toajoars l^ << ^« 

3**. iftnfin si on a ari' < tl A' fc cbqjs deVra dièicéîAdrè, 
él son poids sera rédnil à II f'-*- îrl' : mais cotiiniè y croit 
i mesure que le corps descend , îl est clAli- qiie l'on par- 
viendra à avoir %y = n 7'^, si n est < «• j et comme v ne 
peut surpasser f^^ on sait que l'état d'équilibre n'est ja- 
mais possible lorsque ar est ^ 17* Le corps descend alori 
jusqu'à ce qu'il trouve un obstacle qui Tarrête. 

Ainsi il n'j a que les corps dont la pesanteur spéci- 
fique est moindre que celle de l'eau qui puissent flotter 
sur ce fluide. Cependant on doit observer que lorsque les 
corps ne sont pas honiogênes y ou lorsqu'ils ont intérien- 
renient une capacité vide, il faut alors remplacer n par 
une pesanteur spécifique moyenne. C'est ce qui fait dire 
qu'il n'y a pas de substance qu'on ne puisse faire sur- 
nager : car on peut l'unir à une autre dont la pesanteur 
spécifique soit beaucoup plus petite que celle de l'eân ^ 
ou lui donner une forme concave qui puisse se prêter à 
l'état qu'on demande et satisfaire à l'équation (l). 

286. Dans tout ce qui vient d'être dit nous avons ftiC 
abstraction du poids de l'ahnosphére ; mais les résultats 
n'en sont pas moins exacts. Car il est facile de traiter en 
particulier la pression qu'il produit. En faisant de noavcaa 
tous les calculs développés dans les articles firécikleBS , 
mais remplaçant wz par la pression constante. P y on ycrrsi 
que les trois composantes dans le sens des axes de la pres^ 
tlj. ilo.sion normale à l'élément mm' , sont Ppdxdx , Pi/dx^jr f 
Pdxdy. Or il est aisé de se convainore par l'intégration 
prise entre les limites convenables que les pressions s'en- 
tredétmisent toutes. Ainsi lorstft/un corps pesant e^l 
plongé dans un fluide en é^uili^re., sion applique une 
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force (fui agisse sur le fluide à Vaidt dun piston , 
féifu (libre ne stta nullement altéré. 

287. Noui avons vu (284) qu'ih faîloît cssenliellemcnt 
deux conditions pour qu'un corps puisse flotter en équi- 
libre sur un fluide : or , par la proprîélé des centres de 
gravité (56, cl Sa, 5*.) , la droite qui joint les centres 
de gravité d'un corps et d'un segment fomié par un plan 
quelconque , doit aussi passer par celui de l'autre seg- 
ment : dans le cas que nous traitons ici , le plan cou- 
pant est la surface même du Quide y qu'on nomme plan 
de flottaison ; on en conclut que pour qu'un corps soit 
en é(|nilibre snr un fluide spécifiquement nK>ins pesant 
qae lui , il faut que la droite qui passe par les centres de 
gravité du corjïS et d'un -des segmens formés par le plan 
de flottaison , soit perpendicnlaire à ce plan. Aixtsî le. pro- 
blème général de la recherche des positions d'équilibre 
d'un corps homogène est réduit au suivant. Couper par 
un plan , un corps de figure donnée , de manière que la 
ligne droite qui passe par le centre éP inertie du corps et 
par celui de Vun des segmens , soit perpendiculaire au 
plan coupant; et de plus que le volume de Vun des seg^ 
mens , soit à celui du corps entier dans un rapport 
donné : ce rapport est assigné par l'équation (I). En met- 
tant donc cette double condition en équation , les posi- 
tions d'équilibre d'un corps seront données par ses ra- 
ines qui en indiquent le nombre. Nous ne pouvons nous 
occuper ici de la résolution de ce problème qui ne dé- 
pend que de la géontétrie. Consultez la Mécanique phUosO" 
phique , page 244- 

288. Il résulte de ce qu'on vient de dire, que les prismes 
et les cylindres droits , homogènes et à base quelconque^ 
ont deux positions d'équilibre manifestes ; en disposant 
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verticalement la b'gne gënëratrice et en plongeant totir-à- 
tour chacune des bases dans le fluide. La même chose a 
lieu aussi pour les solides de révolution et pour les corpt 
symétriques , par rapport à une ligne , en plaçant cette 
ligne verlicalement. 

De plus les prismes et cylindres droits , et en général 
tous les corps susceptibles d'être coupés par un plan en 
deux segmens symétriques ^ ont des positions d'équilibre 
dans lesquels ce plan est vertical. Pour trouver ces posi- 
tions y il suffit de considérer seulement celles de Taire r^" 
sultant de l'intersection du corps par ce plan. 

riir. i33 ^^ ^^ exemple simple suffira pour faire voir cette 
a» 234. dernière proposition , et comment différentes positions 
d'équilibre d'un corps sont données par une même pqua^ 
tion. Supposons que le solide est un prisme triangulaire 
homogène et droit ; dont les arêtes sont horisontales et 
dont la base est le triangle SE G : XX' est le plan de flot^ 
taison. Il faut considérer deux cas ^ i"^. celui {j[iQ. i55) oii 
les bases de ce prisme ont un angle S plongé dans le 
fluide , et deux angles G , JE hors de ce fluide 5 2°. le ca^ 
^inverse (fig. i54)* Nous allons traiter à-la-fois ces deux cir* 
constances ; parce que le calcul en est le même. . 

Pour connoitre la ligne MN suivant laquelle le plaQ 
^X' coupe le triangle , fl faut trouver SM = a- ^ et 
SN=j\ Les données sont , en supposant que P est au 
wiUeu deEG,SE=a,SGz=zb, SP=zk, PSE=zm, 
GSP ;= n. Pour satisfaire à l'équation (ê) j on aura ^ eu 

désignant par r le rapport — de la pesanteur spécifique lï 

du corps à celle v du fluide ^ 
Dans le premier cas (d^. i-55) . . . r.SEÙ ss, SMN\ 
Dans le second cas (fig. i54) . . . r.SEG = GEMN. 

Or le; deux triangles SMN^SEG ont l'angle S commun ^ 
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et on a (prop- 24 ; liv. 5 , de la Gconiétrie de Legendre ), 

SIlG~SG X Sl!:~ ab ^ 
SE G — SMJV _ GIS'ME _ ab-^ xy ^ 
^"^ SE G "" SEG ~ ab ' 

on a donc xj' = rab , ou xj" ^: ab ( i — r) .... ( i). 

Il s'agit maintenant de satisfaire à la seconde condition 
(284) y c'est-à-dire, que les centres de gravité de SEG et 
du fluide dépUcc ( SMN fig. i53 , ou GNME fig. i34) 
soient dans la même verticale. Si on prend PR = ^ PS , 
R sera (58) le centre de gravité du triangle SEG 5 de 
même si Q est le milieu de MN , et si QO z=z ^ QS , 
O sera le centre d'inertie du triangle SMN : la droite /{O, 
ou sa parallèle PQy doit donc être verticale dans le cas 
d'équilibre , c'est-à-dire , que PM^=. PN exprimera cette 
condition. Abaissons du point P les perpendiculaires PA 
elPDyBurSEyetSG.OnAPA:s:ksinmyPD=tsinny 
SA = k cos m y SD = k cos n. Donc AM-= k cos m — x, 
et ND = it cos yi — J" : or PM = PN , donne 
AP^ + AM^ = PD* -+ ND*. En substituant et ré- 
duisant on a 

X* — 11k X cos m = j^ — ^fy cos n. 

Pour trouver les positions d'équilibre , il faut donc éli- 
miner X ti jr entre cette équation et l'une des deux va- 
leurs n**. (i) ) ce qui donne , suivant qu'il s'agit de la 
fig. i55 ou de la fig. i54, 

tf^-2itj:^cosm+2aWrx.cosn-r*rt'6*=o .) 

x^-2itj:'*cosm + 2(i-r)€iWxcos/i-(i-r)".a»^"=io) * 

On observe d'ailleurs que conmie les équations (1} sont 
les mêmes en changeant r en 1 — r, il suffit pour obte- 
nir cette dernière équation de changer r en i —i r dans la 
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précédente , ce qui dispense de faire une seconde foif 
l'élimination. Les équations (2) sont du quatrième degré 
et ont au moins deux racines réelles y à cause du dernier 
terme qui est négatif ( Alg. de Lacroix, n*. 219) : mais 
ces racines peuvent être toutes les quatre réelles , et alors 
la disposition des signes indique ( Comp, d'alg. de Lacroix^ 
page 91), par la règle de Ùescartes , que trois des ra- 
cines sont positives , et que la quatrième est négative. 
Cette dernière racine est inutile au cas présent ; car la pe* 
santeor -n'agissant jamais que de haut en bas , la droite 
S M ne peut être placée que d'un seul côté par rapport 
an point S j de sof te qu'on ne peut porter la valeur de X 
fiur le prolongement de MS. Il y aura donc une ou troia 
|>osxtions d'équilibre^ qui seront données par les racines 
positives des équations (2) : les valears correspondantes 
•des j- seront données p^ les équations (i). On devra ce- 
pendant avoir a: •< ^ ; et j- < 6« 

290. Appliquons ces roisonnemens au Iriangle isocèle , 
et ;pour ne, pas con^pliquer les calculs , ne considérons qu^ 
Iç cas où il n'y a qu'un seul, angle du triangle plongé dans 
le fluide ^ l'autre cas s'en déduira aisément en changeant 
dans les résultats r en ^ '^ ^ y d'après ce qu'on a vu. 
On a donc ici m = n ^ et a = ^ : ce qui donne 

xyz=ia*r, et j:^— ate^cos m-f- a^*rtecos«i-^.r*^*==:o. 

•Les facteurs du second degré de cette denuère étant 
x^ — a^'r =: o , et X* — nkx cos fn •+ a'^r = o ; on en 
conclut; en ue prenant que les racines positives ^ 

X = tzy/r, et .r = A cos m ± v/(/t' cos* m — a'r) j 

d'oii^ = X y et j' = h cos m Z^ V{l^* cos" m — ^ aV). 

La première racine indique qu'il jr ajune position d'éqiiiH- 
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bre en supposant EG horisontal. Cela s'applique aussi au 

cas de la ii^. i34* Les autres positions sont données par 

les deux autres racines ; mais elles doivent satisfaire à des 

conditions remarquables x car x tijr doivent être < a f 

ou a — it cos m >rb v/(** cos» m «— a*r) ^ en quarrant et 

, - . ^ a^ cos m — a ,. „ 

réduisant on trouve r > ■ ; et comme d'ail* 

leurs chaque radical doit être réel y û faut aussi qu'on ait 

.i>^ .««-—-..i.^. On ;aura de mâme les limites pour le s^ 

coud caS| en changeant r en i — r; elles sont • 

aa — 2k cos m ^ a* — it* cos* m _ ,. 

/< ■ , et r > ^ ■ . Ces condi- 

tions doivent être satisfaites pour qu'il j ak trois positions 
d'équilibre $ sans cela^ il n'jrauroit que celle qui est donnée 
par l'équation x •=.y = aV^r, 

Jporsque le triangle est é^uilatéral comme chaque angle 
est le tiers de. deux droite , fn est le tiers d'un angle droit , 
et cos mi^\/\ î ainsi h ^= SE x cqs la =;r a.^\\ donc 
ib CQSHt= ia 1 donc le^ limites ci«des8us deviennent 

premier cas r > ^ etr < -^ j second cas r< ï et r > -j^.. 

291. Lorsqu'un corps flottant est en équilibre ; nous 
savons que s» on lui ajoute un poids 9 y ii doit enfoncer 
dans le fliiidii» c supposons^ que les centres de gravité di:| 
eorps et du fluide déplacé restent dans une* même vertH 
cale y ppoposons-oious de déterminer la hauteurs de l'en-* 
{bncement. Soit K l^aire* de la section dài corps^ par le plan 
de flottaiison dans lat seconde position d'écpiilibre y c'estMh 
dire y lorsque l'enfoncement est opéré. Il est clair que K 
est une fonction de z donnée par la forme du : corps et sa 
disposition sur le fluide dans le premier état d'équilibre. 
Kd9- est la tranche^ âémentaire du corps ^ de sorte que 

45 
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fKdzt^i le. volunic de là partie du eorp* qui s'est enfon- 
cée j en prenant l'intégrale depuis z =:= o : or le volume 
àt fluide déplacé par cet enfoncement est aussi yi^k^iii -^ 
dont le poids est %fKdz j w étant la pesanteur spécifique 
du fluide. Il est manifeste que ce poids doit être égal à 
celui P qu'on a ajouté : ainsi on a 

P = 'KfKdz {i). 

Pour faire usage de cette formule , on y substituera pour 
K sa valeur en fonction de z , et l'intégrale étant prise 
depuis z = o , on en déduira z ^ ou la hauteur de l'en- 
foncement. 

Cette théorie s'applique principalement aux corps symé- 
triques par rapport à un axe vertical (288) ; tels que le* 
corps de révolution 5 parce que les centres de gravité du 
corps et du fluide déplacé sont alors sur cet axe. L'équa- 
tion de la courbe génératrice du corps de révolution est 
y z=.fz\ en supposant que l'origine est au point où l'axe 
est coupé par le plan de flottaison primitif : K est l'aire 
d'un cercle dont l'ordonnée j' est le rayon j ainsi K = çjr*2 
(c étant le rapport du diamètre à la circonférence) l'équa- 
tion (j) devient donc 

P = wcjy^dz. 

Par exemple ^ soit un paraboloïde de révolution ^ d'abord 
placé dans une position d'équilibre , l'axe étant vertical ^ 
on a pour l'équation de la parabole j^^ = m (a + z) , 
m étant le paramètre et a désignant la distance du som- 
met au plan de flottaison. Si on ajoute un poids P , 
on a Z' = 5 wcm (a + z)* + ^J c* comme P = o , 
donne z = Oy onaC=— ^v cma* y donc enfin 

z=z^^a:iz^^ } hû*>. Le signe inférieur se rap- 
porte au cas oii on auroit ou contraire ôté le poids P. 
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293. La formule (1) peut encore s^appliquer aux prismes 
et cjliiKlres droits à base quelconque ^ dans les cas oii la 
génératrice est rerticalc ou horisontale. Ejï eflet , si- elle 
est horisontale ^ il suHit d*avoir égard à la base qui est 
ane courbe plane dont l'équation est donnée } alors A' est 
simplement la longueur de la ligne d'intersection de cette 
courbe par le plan de flottaison dans le second état d'é- 
quilibre. Si au contraire la génératrice est verticale ^ Kt$X 
l'aire constante de la base , et on a simplement Prz: uKz, 

d ou z = — =7. 
«A 

Ainsi pour le cylindre droit à base parabolique , si la gé- 
nératrice est horisontale ^ on a encore ici^* = m (a -f- ') î 
d'oii on voit que K = a^/m. v/(a+z)y ce qui donne pour 

a 1 
la formule (1), Z' = f w^m { (a + ^)* — a' J , d'où il est 

aisé de déduire la valeur de z. Si au contraire ce cylindre 
A sa génératrice verticale , comme on sait que la base est 
un segment parabolique dont Faire eslK ^ht, h et k étant 
les deux plus grandes dii|iii^n&ion$ de ce segment j on a 

On observe que tout ce qui vient d'être dit s'applique 
paiement au cas où on Ateroit au contraire un poids P au 
corps flottant. 

• .. III. De t Aréomètre et de la Balance hjrAosiatique* 

Î195. Nous avons appelé (276) pesanteur spécifique 
d'une substance y le poids absolu de l'unité de volume , 
et d'après cette définition nous avons établi toutes 
les conséquences précédentes* Comme la théorie des*corps 
flôttans etig^ la connoissance dea pesanteurs spécifiques 
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des divers corps , tant solides que fluides , nous allons nous 
occuper des moyens propres à les calculer. Avant tout 
nous observerons cpie Tusage des formules où entrent les 
pesanteurs spécifiques y n'exige pas la connoissance de 
leurs grandeurs al>solaes , mais seulement de leurs rapporte 
entr'elles : si de plus on remarque que nous n'avons d'autre 
moyen d'assigner le poids d'un coqps que de trouver son 
rapport à un autre poids pris pour unité (223) f il est aisé de 
.conclure qu'il ne s'agit ici <cpie d'assigiacr les rapports 
qui existent entre les pesanteurs spécifiques des diverses 
substances. 

Il faut donc concevoir qu'on a pris la pesanteur spéci- 
fique d'une substance pour unité , et qu'on veut seulement 
trouver les raj^rts qui existent entre cette pesanteur spé- 
cifique f et celles des autres substances. C'est d'après ces 
considérations ^ et à l'aide des principes que nous allons 
développer ; qu'on a formé la table qui est à la fin de 
cet ouvrage ; et dans laquelle la pesanteur spécifique de 
l'eau distiUée ; a été prise pour terme de comparaison , et 
représentée par loooo. De sorte que les nombres 72914 
et loooo qu'on lit dans cette table à la suite des mots 
Etain et Eau ^ désignent que les poids de Tunité de vo- 
lume ; on y si on veut ^ les poids de deux volumes égaux 
d'étain et d'eau ^ sont entr'eux comme 72914 est à loooo* 

Si on vouloit se servir de cette table pour déterminer le 

poids X d'un volume F d'une des substances qui y sont 

comprises , il est clair qu'U faudroit chercher le pokb a 

d'un pareil volume d'eau y et faire cette proportion ^ 

( dans laquelle t désigne le nombre mis dans la table à 

A f -i t X loooo a . at 

coté de cette substance) = — idoncxrs , 

' / x' lOOOO 

Ainsi pour trouver le poids itun volume déterminé dune 

substance , il faut séparer vers la droite par urm vir» 
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guh , quatn chiffres du nombre mis dans la iahle à 
côté de cette substance , et multiplier par te poids €tun 
vohane égal deau* Pour trouyer ce dernier poids on doit 
savoir que le pied cube d'eau distillée pèse 70 livres ) que 
le pouce cube pèse 5 gros i5 \ grains, 0tt5|l85i85... gros , 
ou enfin o,o4o5i livres t ou , si on veut y que le centî>- 
mètre cube pèse i granune , et que le décimètre cube 
pèse I kilogramme. Ainsi en multiplient 7,2914 p^ 
5,1 85 gros, il -sera facile de voir que le pouce cube 
d'étain pèse 4 onces , 5 gros , 58 grains. 

294. l^^ Aréomètre ou Pése^kfueur est un instrument 
destiné à faire connoitre les rapports des pesanteurs Spé* 
cifiques des fluides : sa forme est à-peurprès arbitraire } 
voici la construction de celui de Fahrenheit^ Soit D un vi^ , Uf • 
globe de verre lesté inférieurement , afin qu'il garde la po- 
sition verticale (5oi), et surmonté d'un tube CE, ter- 
miné supérieurement par une cupule B. Si on plonge cet 
instrument dans un fluide , il s'jr enfoncera jusqu'en un 
point C, et le poids entier de l'aréomètre sera égal au 
poids du volume y de fluide qu'il déplace. Dans un autre 
fluide , l'instrument s'enfonceroit jusqu'en E , et dépla- 
ceroit un volume y* : désignons par «r et «r' les pesanteurs 
spécifiques des fluides , le poids de l'instrument sera donc 
égal d'une part à vf", et de l'autre à ir'y' j ainsi on aura 
wv = • V j c'est-à-dire , que les pesanteurs spécifiques de 
deux fluides sont en raison inverse des volumes déplacés. 
Si donc on pouvoit parvenir à connoitre ces volumes , on 
auroit le rapport des pesanteurs spécifiques. 

Dans les usages ordinaires de la vie, comme on n'a 
besoin que de valeurs grossièrement approchées , et d'ail- 
leurs comme on n'éprouve qu'un petit nombre de fluides , 
on emploie un instrument semblable à 'celui qui est repré- 
senté fig. i3i , sur lequel on marque des divisions ; de 
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sorte qu'au premier aspect on juge des pesanteurs spécifia 
ques d'après les nombres de degrés de l'instrument* Mais ce 
procédé est trop peu rigoureux pour convenir au but que nous 
nous proposons. Pour éviter d'évaluer les volumes de fluide 
déplacé y on se sert de cet instrument en ajoutant des 
poids dans la cupule ^ ^ ou en ôtant y de manière à rendre 
les enfoncemens égaux dans les divers fluides. Par là les 
volumes déplacés sont toujours les mêmes : soient donc p 
et p ± q les poids de l'instrument ) et f' le volume dé- 
placé dans les deux épreuves faites sur des fluides dont 
w et %' sont les pesanteurs spécifiques ; on aur^ p z=z^y 
tt p±q z=w'y f d'oii 



On peut remarquer que l'aréomètre peut aussi servir à 
déterminer le poids d'un corps dans l'air : car plaçons ce 
corps dans la cuvette supérieure et observons sur l'instru^ 
ment le degré oii il s'enfonce dans le fluide } puis ôtons U 
corps de la cuvette et substituons-lui des poids jusqu'à et 
que Taréomèlre s'enfonce de nouveau dans le fluide au 
même degré) il est clair que ces poids équivalent à celui 
du corps y puisque le poids de l'instrument doit dans les 
deux épreuves être le même. 

295. Nicholson (*) a imaginé d'employer à la déterminai- 

tion des pesanteurs spécifiques des solides un instrument 

analogue à l'aréomètre de Fahrenheit , et qui mérite d'être 

Fif * i3k connu. Il consiste en un tube MN de fer blanc , surmonté 

*^ d'une tige Bb , faite d'un fil de laiton , et qui porte à son 

extrémité une petite cuvette A. Cette tige est marquée ver» 



f*) Cet article est extrait du Traité de physique de Haûy. 
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son milieu d'un trait b fait avec la Hme. La partie infé^ 
Heure tient suspendu un cane renversé •£ y concave k 
l'endroit de sa base j «t lesté en dedans avec du plomb. 
jLe poids de l'instrument doit être tel ^ que quand on plonge 
celuï-ci d^ns l'eau pour l'abandonner ensuite à lui-même , 
une partie du tube surnage. La cuvette qui termine la tige^ 
et qui a la forme d'une calotte sphérique y y est assujettie 
au mo^en d'un petit tube de fer blanc , dans lequel cette 
tige entre avec frottement. On a ordinairement une se- 
conde cuvette plus large ^ que Ton place au-dessus de la 
première y dans la concavité de laquelle elle s'engage par sa 
conveiûté. On peut ainsi enlever à volonté cette secondé 
cuvette ; soit pour retirer plus facilement les poids dont elle 
est chargée y comme nous le dirons dans un instant , soit 
pour faire quelque changement dans leur assortissement. 

L'usage de cet instrument esl facile à concevoir. On 
commence par placer dans la cuvette supérieure les poids 
nécessaires pour que le trait b y marqué sur la tige , des- 
cende à fleur d'eau ; c'est ce que nous appelons affleurer 
l'aréomètre y et la quantité de poids dont nous venons de 
parler se nomme la première charge de l'aréomètre (*). 
Ajrant repris cette charge y on met dans la même cuvette 
le corps destiné pour l'expérience y et que nous supposons 
toujours plus dense que l'eau } puis l'on place à côté les 
poids nécessaires pour produire l'afHeurement. On retran* 
che cette seconde charge de la première y et la différence 
donne le poids du corps dans l'air. On retire l'aréomètre, 
pour placer le corps dans le bassin inférieur E'y puis ayant 
replongé l'instrument y on ajoute de nouveaux poids dans 



{*) Il est presqu'inutile d'avertir que l'usnge de l'instrument est 
limité aun corps dont le poids dans Tair n'excède pas cette pre- 
Biière charge. 
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la cuvette A y jusqu'à ce que PafHeurement ait encore lieu* 
Ces nouveaux poids forment avec ceux qui étoient déjà 
dans la cuvette la troisième charge. On soustrait de cette 
charge la seconde , et la différence donne la perte que le 
corps a faite de son poids dans l'eau , ou le poids du vo« 
lume déplacé \ après quoi on divise par ce poids celui du 
corps pesé dans Tair. 

296. Désignons toujours par v et n les pesanteurs spé- 
cifiques d'un fluide et d'un corps : s'il arrive qu'après avoir 
entièrement plongé ce corps dans le fliiide l'équilibre n'a 
pas lieu j V étant le volume du corps ; et par conséquent 
celui du fluide déplacé n f^— « lésera l'excès du poids du 
corps sur celui d'un pareil volume de fluide. Si donc on 
cherche cet excès en suspendant, le corps ainsi plongé à 
l'un des fléaux d'une balance , qu'on appelle pour cela 
Balance hjrdrostatique , f étant le poids qui établit l'équi- 
libre , on a/î=; V (n — «) , d'oii m = " -T'A Soit P 
le poids du corps \ comme iP = n 1^, on a donc 



n 



.(A). 



Ainsi U rapport de la pesanteur spécifique du fluide, à 
ceUe du corps est le quotient du poids perdu par ce corps 
dans le fluide , divisé par le poids de ce corps dans 
te vide. On peut même regarder P comme le poids du 
corps dans l'air , cjuoique ce fluide diminue un peu le 
poids du corps : mais il n'en peut résulter que des erreurs 
très-légères , puisque la pesanteur spécifique de l'air est 
très-petite par rapport à celle de l'eau , du mercure. . . , 
fl.uidcs qu'on emploie ordinairement dans ces sortes d'expé- 
riences. 

S'il s'agissoit d'im corps dont la pesanteur spécifique fut 
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iQpi^drt ^0 ',Qdle da fluide , il tonuigerait ; alors il. es^ 
clair que pour le contraindre à s'immerger tout-à-^ ^ î) 
faudroit fu con^aire ajouter un poids y* an fléau qui le 
soutient ; ce qui revient à changer ci-dessus le signe de^; 

layj. La balance hydrostatique sert aussi à trouver les 
rapports des pesanteurs spécifiques des fluides ) en effet 
soient y* ety^ les poids du même corps dans deux fluides: 
on a vu que/ss; J^(n -« «•) , d'où w Vz=n n F'^f. Op a 
de même %* K^=i U V — f j d'oîi on tire 

Ainsi le rapport des pesanteurs spécifiques des fluides est 
le; même que celui des pertes de poids que fait le corps 
plongé. Consultez sur cette matière la Table dos pesant 
leurs spécifiques par Brisson. 

298. n est aisé maintenant de comprendre comment 
Arguimèbs put résoudre le problème de Hiéron , roi de 
Syracuse» Il s'agissoit de ^'assurer , sans endonm^iger une 
cou,roqne| si elle étoit composée dtor pur ; et dans, le cas 
QÙ on j auront méjé de l'argent ^ de con^oUre le rapport 
entre les parties constituantes àfi ces deux métaux. Ce pro- 
blème revient à trouver le titre d'un Imgot composé d'or 
et d'argent* 

Soit n et n' les pesanteurs spéciipiques de ces deux mé* 
taux } F et V les volumes de chacun d'eux contenus 
dans le méU^ige^ n la pesanteur spécifique de l'eau \ enfin 
f eiP les poids du mélange dans le vide et dans l'eau. 
(^ poids respectifs des parties d'or et d'argent contei^ues 
dam le mélange sont liV tin' P) ainsi n f + n' ^=/i 
de plus on a/=» (f h-.>') +/' : car /et/' sont les 
poids du mélange dans le vide et dans l'eau , et sr ( f -f- F) 
est celui d'un volume d'eau égal à celui du corps ^ parce 

46 
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qiie F-^» P est le Tdlûihte du mélange. On a donc les 

deax équations 

Eliminant entre ces deux résultats ; on a pour les poids 
uV ti n' V^ des parties d'or et d'argent contenues dans 
le mélange 

"^- *(n-n') '"/^-.*(n-nO / 
Comme le volume V+ P du corps est = ^^ , il est 

aisé d*ailleurs de s'assurer si le mélange contient de l'al- 
liage; ou s'il n'est formé que d'or pur. Cette théorie est sup- 
posée dégagée de la pénétration apparente que les corps 
mélangés peuvent éprouver , en vertu de leurs attractions 
chimiques. 

IV. SutbilUé et oscillations des corps flottons • 

299. LK)rsqn'un corps flottant est en équilibre ; s'il est 
dérangé de cet état par une cause quelconque , telle qu'une 
impulsion ^ il est important de connoltre si cette circons- 
tance permettra au corps de revenir à sa première posf> 
tion ; ou le contraindra au contraire à s'en écarter davan- 
tage : c'est ce que nous nous proposons d'examiner ici. 
Seulement afin de simplifier nos considérations nous fe- 
rons préalablement trois hjrpothcses. 
f îf. 135. !*• Nous prendrons le corps flottant d'une forme telle 
qu'il soit symétrique par rapport à un plan vertical ^ pas- 
sant par le centre de gravité G du corps : par là il n« 
s'agira plus que de résoudre Ig question proposée pour 
Taii-e plane AFB. 

2®. Nous supposerons que le dérangement est très- 
petit : ainsi AB est la ligne de flottaison dans Tétat d'équi- 
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libre, G le centre de gravité du corps , O celui de Taire 
jiFB ou du fluide déplace. ( Le centre O peut être placé 
plus bas qiie le premier ) cela ne change rien aux consi- 
dérations-: la figure suppose que le corps flottant n'est 
point homogène , et que sa partie inférieure est chargée 
d'une substance spécifiquement plus pesante que le fluide. ) 
On suppose qu'après que le dérangement a été opéré , ab f ig. x3«, 
est la ligne de flottaison, et. que Tangle aCA ss ê est très- 
petit: ainsi ^6^=aCetfC^=:6C Dans cette figure laligne 
GO qui étoit vertical est devenue inclinée ; O n'est plus le 
centre de gravité du fluide déplacé ^Fj& : enfin l'angle GOF^ 
formé par GO avec la verticale est z=, ACaz:zè. 

y. Nous ferons abstraction dx^ mouvement vertical du 
c<M7ps , et nous .regarderons aFb comme é^ale à AFB , de 
sorte que la partie ACç, qui e^t sortie du fluide soit égale 
à celle BCb qui s'jr est plongée, ^^il n'en étoit pas aiz^i , 
le poids du corps ne seroit plus égal à la poussée du fluide, 
et ces deux forces pouvant être considérées comme 
appliquées en G , (255) , le corps auroit un mouvement 
vertical s mais en outre il toumeroit autour du point G 
comme ]s'il étoit fixe ) et cpiuïne ce dernier mouvement a 
li^U indépendajpipent du premier , et qti^il est lé seul îpîi 
nous ^intéresse , notre hypothèse simplifie les considéra- 
tions et ne change rien à ce ^ mouvement. Comme 
ACa :=z BCb } que de plus ces aires forment deux trian- 
gles isocèles , on en conclut que le point C est au milieu 
des* droites AB et ab , ainsi ACz=, aC=z bC = BC. 

La poussée du fluide sur aFb est égale au poids d'une 
kmë dé: fluide. ;d'uji >é^a) vd^up^ie^ cette, force, agit au 
centre de gravité de aFbr^ .or comme la position de ce 
centre nons fera trouver le sens du niouvement du corps 
autour du point G^, il faut en déterminer la position. 
Pour cela observons que aFb H- aCA est la même clipse 
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que AFB + CBb i or il est dëmontré (Sa , 5".) qo*ea 
considérant les aires aFb j aCA comme ooncentrëes en 
leurs centres de gravité respectifs , ainsi qoe les aires AFB 
et CBh / et gênant les moniens par rapport à une droite 
quelconque y ces momens seront de part et d'antre égaux. 
Prenons donc les momens par ra[^rt à la verticale Gi p 
€tfaison8raire^F5:s:5= aFày et la distance G O = a. 

I*. On a <^ X O V-ss. Sa sin'l :=: ScAy j^ùr le moment 
de Taire JfFB supposée réunie «n O» . ' 

2®. CBh X qi sera celui de l*aire CBh ^ en supposant 
que ç est le pied de la verticale passant par le centre de 
gravité de BCh. 

5^ aCA X ip sera de même celui de Taire aC^Ï, 

4^. Enfin soit gn la verticale passant par le centre *'de 
gravité de nFï, af'b x Gn = 5 x On sera le moment 
de Taire afï. 

Cela posé , observons que. le moment de aCA doit être . 
pris en signe contraire de celui de aFh y parce qu'ils ten- 
dent à faire tourner en sens contraires (27) autour du point 
G. Onadonc5x Gn-^ACayi ip^Sat-^CBb xV, d'où 
S X Gn=Saê + CM x /?;?. Faisant>^5= b=2.BCy 6n>[ 
BCb=Ch X iBe=ibxBe'y orBe=CB x&ln$=:i\bèi 
^onc BCb = \b*$* De plus comme lesi points p et q 
sont distans de C des deux tiers de aÙ y (58) ^ on a 
pq:=z\{ab) = \b. Donc 



^" = (« + 7&)'- 



Tis. i3i. Nous devons remarquer acttsi que le moment dé Pamrt 
AFB n'est ici positif que parce que le centre de gravité da 
fluide déplacé s'est trouvé plus élevé que celui dn : eorpe ; 
mais s'il n'en eût pas été ainsi ^ et si le point O se fol trouvé 
placé sous le point G , la perpendicnkire^ G^ seroit 
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tombée do cAté cgpposé } alors le moment de AFB wooroit 
tendu à faire tourner en sens contraire y et on auroit eu 

Gn =: T— a -4- — ^ j I. Si on veut cumuler les deux cas 

dans la même formule y on écrira donc 

en prenant le signe supérieur dans le cas où le centre de 
gravité du corps est plus bas que celui du fluide déplacé } 
et le signe inférieur dans le cas contraire. 

5oo. Il est évident que si la distance Gn est nulle y les Tig, iH. 
centres de gravité du corps, et du fluide déplacé se trouve- 
ront encore dans la même verticale G£ ) ainsi l'équilibre 
subsistera dans la nouvelle position du corps« Cela arrive 

lorsque a étant négatif ^ on a a =' — ^ ; mais si ces con-» 

ditions n'ont pas lieu ^ comme la poussée du fluide agit de bas 

•n bauty il. est clair que si Gii e^t positif ,. le corps tendra 

ji reprendre, sa première position ^ on dit alors que l'équir 

libre, est stable Ce cas a lieu lorstjpie a est positif^ on 

lorsque a étant négatif , il anriye qi^e a est plus petit que 

b^ b^ 

— ^. Enfin si a est négatif et > — ^ , Gn est négatif , 

ce qui signifie que le centre de gravité de aFb est disposé 
de l'autre c6té de la verticale Gi : il est alors . évideni 
que la poussée du fluide tend à écarter davantage le corps 
de sa position primitive , et que l'équilibre n'est point 
stable. 

La. verticale ng rencontre GOen un point g auquel 
Bougucr a donné le nom de Méiacentre dans son Traité 
du navire $ ce point est ^ comme pn voit ^ celui où se rer^ 
-contrent Us verticales qui passent par les centres de grik' 
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riié du fluide d^pfacé dans les d^ux positions du corps* 
II. sait de cette déiinltioa que /a coqjs flotuml est en 
équilibre sfable lorsque le méiacentre est plus élevé que 
le centre de gravité du corps ; qu'il manque au contraire 
de stabilité lorsque le métacenk-e est plus bas que le 
centre de gravité du corps ; et qu'enjin lorsque ces deux 
points coïncident , le corps persiste dans Vétat où on le 
met. Il est en effet évident que le point g est plus ëlevé 
bu moins élevé que G ^ ou niènie coïncide avec Gj sui- 
vant que la valeur de Gn est positive y négative ou mille* 
Si on divise par ^ la valeiu* (») on trouve 

Gg'=ii — ^ ± «•♦...•..• ({). ' ->-» 

ti%. xX. 5ot. Représentons pour abréger cette valeur par ;i# ][ 
nous aurons Gg z^ A ^ Gnz=i,A^\t\. enfin ^ P désirant 
le poids du corps ou la* poussée du fluide ^ PAî sera le 
moment de cette force par rapport à Taxe passant par lé 
centre de gravité (x. Noos avons vu (A:^, 24^) que' lorsipi'cai 
corps , retenu par un axe fixe , est soumis à l'action d'une 
force , l'effet dé cett» force pdur faire tourner le corps 
croit dans le même Irapport avec l'intensité de la puis- 
sance et avec sa distance. à l'axe fixe. La puissance çstici 
la poussée du fluide' ) son moment par rapport au centre 
de gravité est VAî : il suit de là que lorsqu'un corps flotte 
fur un fluide ^ son poids P étant constant ^ la vitesse qu'en* 
gendre la poussée du fluide est d'autant plus grande ^[oè 
l'inclinaison é est elle-m^me plus grande ^ aind que A* 
Donc la stabilité d'un corps flottant en équilibi*e est 
un maximum lorsque scM centre de gravité est pli|s bas 
que celui du fluide déplacé et que la distailce entre ces 
centres cfst la plus grande possible. Alors si le corpâ est 
tiré de l'état de réqiâilibre ; la force qui tend à le rétablir 
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est la plas grande possible. C'est par cette raison qu'on 
leste les corps flottans dont on veut empêcher le "renver- 
sement : on dispose à leur partie inférieure une substance 
d'une pesanteur spécifique plus grande que eellc du fluide ^ 
afin ^e le centre de gravité du corps soit plus bas que 
celui du fluide déplacé. 

5o2. On aura une juste idée de l'équilibre stable et de 
l'équilibre non stable ; en considérant une ellipse placée 
verticalement sur un plan horisontal. Si l'ellipse est en 
équilibre sur son petit axe y on voit qu'en l'écartant un peu 
de cette situation, elle tend à y revenir, en faisant des 
oscillations que le frottement et la résistance de l'air au- 
ront bientôt anéanties. Mais si l'ellipse est en équib'bre 
sur son grand axe, une fois écartée de cette situation , 
elle tend à s'en éloigner davantage^ et finit par se renverser 
sur son petit axe. 

L'exemple que nous venons de donner offre une cir- 
constance remarquable , mais qui pourtant ne lui est pat 
particulière ^ les quatre positions d'équilibre de l'ellipse sur 
les extrémités de %e% deux axes f sont alternativement stiH 
bles et non stables : il est aise de se convaincre que la 
même chose a lieu dans tous, les cas* £n effet , soient deux 
positions d'équilibre stable d'un corps , et telles qu'il n'en 
existe entr'elles aucune de même nature : si le corps , sup« 
posé placé dans l'une de ces positions , en est écarté pour 
l'approcher de l'autre ; suivant que cet écartement sera 
plus ou moins grand , le corps tendra à revenir à son pre- 
luier état , ou à atteindre la seconde position. Il suit de là 
<ju'il faut nécessairement qu'entre ces deux positions il v 
en ait une où le corps ne tende pas plus vers, l'une que 
vers Tautre : cet élat inlermédiaiixï est un équilibre non 
stable j car quelque peu qu'on en écarle le corps , vers 
Tune des deux positions stables y il devra y parvenir. 



368 Hydeostatique. 

Lorsqu'on coiisid«rc dejnx ëtats voisins d'équilibre non 
lUble , si on écarte le corps de l'un d'eux pour l'amener 
près de l'autre , comme il ne peut revenir à sa première 
position y et qu'il doit d'ailleurs s'écarter de la seconde , 
il devra s'éloigner de ces* deux états j ce qui exige qu'il en 
adopte un qui soit intermédiaire j état qui est visiblement 
stable. Il faut donc conclure de là qu'entre deux posi- 
tions d'équilibre stable , il doit exister une position d'équi- 
libre non stable j et réciproquement. Donc si un corps, 
en tournant autour dun axe Jixe , passe successif 
yement par plusieurs positions d équilibre , elles se* 
ront tour-à'tour stables et non stables. On voit donc que 
le nombre total de ces positions est pair , à moins que 
deux positions cpnsécutLves ne se confondent } d^ns ce cas 
la position résultat de leur réunion , donnera l'état déjà 
examiné dans lequel la valeur ( r ) est nulle, 

5o5. Lorscpi'on écarte très-peu un corps d'une position 
d'équilibre stable y puisque le moment Pji$ de la poussée 
du fluide est proportionnelle à l'arc I que le corps devra 
décrire pour se rétaUir dans l'état primitif , cette restitua 
tion devra s'opérer suivant les mêmes lois que pour le 
pendule. Le corps fera donc des oscillations autour de la 
position d'équilibre stable | et même il osciUeroit sans cesse 
autour du centre de gravité, si la résistance du fluide 
n'éteignoit peu-à-peu sa vitesse , et ne le rendoit enfin au 
repos stable dont on l'a tiré. Le calcul fournit des moyem 
de s'assurer directement de tout ceci y et en outre sert à 
déterminer toutes les circonstances du mouvement oscilla- 
toire y ainsi qu^ nous allons l'exposer. 
Fif t36« Supposqns que le corps ait été très-peu écarté de sa po- 
sition d'équilibre y puis abandonné ensuite à l'instant où 
on compte / = o« Au bout du tems / y la. droite GO 
i{ui passe par les centres^ de gravité du corps et du fluide 
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déplacé dans l'état d'équilibre ^ .fera avec là Térficale un 

angle COf^ mesuré par l'arc h Soit/* la valeur de I lors- Vis* t)& 

que I = o ; c^est-à-dire y la valeur angulaire qui détermine 

là position du corps à cet instant • ei\fin soit « l'arc décrit 

par le point placé sur G O à l'imité de distaticë du point G, 

et « la vitesse de ce point y ou la vitesse angulaire } on a 

I ^y* — «. Au bout du tenis / y la pouisce du fluide tend 

à accroître la vitesse « ^ et en appliquant ici la formule 

{m'f y 246) y on voit que pour obtenir la force accélératrice 

du 
angulaire -j* y il feut diviser le moment Pj4ê de la poussée 

du fluide y par rapport au centre de gravité G y par le mo^ 
ment d'inertie : or M étant la masse du corps ^ . on a 
P = gM 'y et le moment d'inertie est JlfA* ; ainsi on n 

deluL équations y et intégrant , on a 



y{^(v.— )}. 



Si l'éçiilibre est stable y on ay*> « et ^ positif; on voit 
donc que « est réel et croit en même tenu que A : si 
l'équilibre n'est point stable y la même chose a lieu y car 
A est négatif,' et on a « >/• Cela confirme donc tout 

ce qui a été dit (5oi). G)mme « = — ^ on en déduit 

avec celle qa'onia obtenue (195) y il t%t aisé dVn conclore 
l'existence du monvement oscillatoire y quand A est potU 
tif y et de voir que ces oscillations sont isochrones. Dt 
plus 

47 
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i^. En inXéfnat entre les limites « := o^ et « = a/*; OB 

a pour le tems T de l'oscillation entière , 7^= — rrrr- 

a^ Ejn comparant celle Talenr avec cdle (^) ; on ob- 
Jient pour la longueur r da pendule simple syncfirom 

Fif. 136 5o4. AppSiquolos ces principes au cas où le corps est un 
prame dont le profil transversal est DCE , tel que sa 
partie plongée soit un triangle jiBC isocèle , et dalis l^ 
€fxe\AB=b=2m=iiAFjtiCF = h : le surplus ADEB 
àa profil peut avoir une forme ^elconque. Soit G le cen- 
tre de gcavitë du corps 5 faisons FG = n : on a FO:=z J A, 
Optant celuide^^Ci?, (58). On auradonc OG=a=n—4Aj 
de pins Taire AC3 est Ss=zmh. Ainsi la distance ^ d«mé- 

.0 ^ 2m* rt A (5/1 — A) 
tacentre au pomt G estA:s: 5— ^, et il est 

aise d'en conclure les conditions nécessaires pour que le corps 
soit dans un équilibre stable, non stable ou permanent. 
On obtient pour la longueur du pendule synchrone 

r = _. , ■ , r- : on auroit aussi aisëmentle tems 

2w* ± «p/i— h) 

^ l'oscàVation. 

Si la partie plongée da corps étoit nn rectangle ABIHf 

enfàissaiidemémeAB=b=z2myBIz=z h^ et CF;=z ny 

Itfn trouve 5= 2mAy OFzzzlhy GO:=ia = n — J 7« • donc 

771* 

'<' c=^ «7 ± ('^ "^ i ^) f ^^ J^ <>^Q^^^î<>^ ^- ^ ^^^^^^ ^'^ 
on 

éédoisent ai^ment : on^ obtient anssi.la laâgiieur du paiif 

dnle syndu^one , et le tems de l'osctUation» 
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L Z7^ fluides hétérogènes pesons ei incompressSbbs* 

So5. Oi dans un même rase on mfle ensemble des floidet 
de pesanteurs spécifiques différentes, les molécules deyront 
se séparer y et celles d'une même espèce ae réuniront en* 
tr'eUes t les positions respectives des fluides devront être 
telles ^ que les couches qui les sépareront aoient herisoB" 
taies y et que les fluides spécifiquement moins pêsuis y 
soient disposés dans la partie supérieure du vase. Tout 
cela résulte éyidenunent des principes exposés précédem» 
ment. 

Soit ABCD un sjphon de forme arbitraire renfSninant fff, i3^, 
deux fluides en équilibre , contenus l'un en EBCG , l'au- 
tre en OGHN) ces substances sont en contact en OG. 
Soient ir et «^ leurs pesanteurs spécifiques respectives , A et 
hf les hauteurs des fluides au-dessus de OG^ c'est-à-dire, 
EF :='hy Kl =: h'. Cela posé , fl est visible que la partie 
FBCG est naturellement en équilibre | fl ne s'agit donc^ 
pour que l'équilibre existe y que de faire ensorte que les 
pressions exercées sur OG y par les fluides EF et HG^ 
soient égales. La première est wh X surface OG; la se* 
condc est Ts'h' x surface OG : donc wh = i/h' , c'est-»- 
dire ; que deux fluides en équilibre dans un sjrphon y 
dohrehi aroir leurs hauteurs au-dessus de la surface de 
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contact , en raison inverse de leurs pesanteurs spéci^ 

Fîf- x38. 5o6. Si un même vase renferme dijjerens fluides, la 
pression exercée sur le fond Itorisontal , est le produit de 
la surface de ce fond, par la somme des produits des 
pesanteurs spécifiques des fluides par leurs hauteurs* En 
effet soient AMNB , ABDC y . • . . des couchés de dif- 
fërens fluides dont les pesanteurs spécifiques soient ir% %*[y ••• 
et dont les hauteurs soient h' ^ h" y etc. ^ soit a la, surface 
tWiV du fond du vase : la pression exercée sur ce fond , 
par Peffet de la pesanteur du fluide qui occupe la partie in- 
ierieiu*e du vase , sera %'ah' , (277)» De même la tranche 
jÎBDC exerce sur la surface AB une pression «r"//'' x AB. 
•Or cette pression se distribue sur tous les points de MN j 
-et celle qui en résulte est , d'après l'équation («) , %^h^a , et 
•ainsi dès autres. Donc la pression effective est • • • • 
4i(jr'A' + jrW + etc.). 

507.* On pourra toujours, parle théorème du n®. 277 ^ 
' substituer à un fluide renfermé dans un vase , un autre 
fluide j aussi de densité constante, mais dont la pesanteur 
spécifique soit donnée , sans que la pressÎQU sur le fond du 
vase soit différente : U ne faudra que donner une hauteujc 
convenable à ce fluide. Si donc un vase contient plusieurs 
fluides en équilibre , et de densités différentes , on pourra 
leur substituer un fluide homogène qui produirait .la même 
pression sur le fond de ce' vase. On pourroit démontrer le 
théorème précédent , à l'aide de ce principe^ qui peut 
servir dans plusieurs circonstances pour évaluer la prcs-î 
sion, . V 

IL Des fluides élastiques^ 

5o8. Les fluides classés sous la déiiQinin^tioB >^4W(f3r 
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JôrmeSy jouissent de la- propriët^ remsirquable d'occuper 
sensiblement un espace d'autant plus petit y que les puis- 
sances qui les compriment sont plus grandes'^ et de se réta- 
blir dans leurs volumes primitifs y lorsque les forces qui 
ont fait changer ces yolumes cessent leur action. Cette pro- 
priété leur a fait donner le nom de Fluides élastiques ; 
'Soit P. une pression- exercée sur un volume F" de fluide ^ 
dont la densité soit D'y p une autre pression y v le volumfe 
que prendra la masse du fluide en vertu de cette pression , 
et d sa densité ; la propriété de l'élasticité parfaite donne 
les équations 

PV=XiVy FD=n^dy etPd=pD (•). 

Ces valeurs ne donnent que la pression exercée sur l'u- 
nlté de surface} mais en faisant abstraction de la pesan- 
teur , ou de toute autre force qui pourroit faire varier la 
densité lorsqu'on passe d'un point dé la masse du fluide à 
un autre point y tout ce qui a été dit (26g) s'applique ici t 
ainsi la pression p exercée sur la surface à sera 

P = ^^/Oup=— P. 

309. La pression s'évalue communément y ainsi qu'on Ta 
déjà TMy par des poids' : ainsi celle qui est exercée sur 
l'unité de surface ^ peut être représentée par le poids^ d'un 
prisme d'une substance quelconque dont d' seroit la den-^ 
site y et dont la hauteur seroit donnée. Soit H cette 
hauteur pour P y et /< pour p ^ on a Hdf pour la masse 
de ce prisme , Hd'g est son poids , . et P = Hdf g : 
de même p = hd'g. En substituant dans les valeurs (#) ^ 
on a les équations hD = Hd y ou hy :^ HV, Cette prer 
mière équation conduit de nouveau au théorème (3o5}f 
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En snbstitBtiit de même pour P sa Tdcnr Hêg < 
cdkt dep, OB a pour la pnmm dacée sur ksocftoc « 



Sio. L'éqnatMNi des fluides mcooqvevftles et pesant 9 
Cil es général iijp = ^^^, en compUntksx positif 
de katenhanti d'où on tire 

Lorsqoe le fluide est comp re ssi ble , il est érident que les 
cooches les plus liasses étant chaigé e s da poids de toutes 
celles qui sont an-dessos , deux tranches horisonUJes da 
ce floide , prises a diflf&entes haateors j ne peuvent avoir 
même densté; D variera donc avec z et p , et la loi de' 
cette variation dépendra de la nature du fluide. Si on sup* 

pose la tem p ér a t ure constsntei Pintégrale de -~- sera far 

die à trouver, on anal/fiquement, ou par les quadratureS| 
puisque D ne sera fonction que de p. 

S'il s'agit del^air atmosphérique, en conservant Thjrpo^ 
thèse de Tuniformité de la chaleur , la densité D sera sen- 
fiblement proportionnelle à la pression : l'expérience a Sut 
roir que ce fluide est pesant , élastique , et qu'il se cora:* 
prime en raison inverse dei poids dont il est chargé. Ces 
fkitt sont incontestables , et il n'est pas de notre sujet de noui 
en occuper. Consultez à cet ^ard le Tridlé élémcntaifpd^ 
pfyslquâ de HaSj-. 
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llti Du Baromêtreé 

Su. AppUqaoïu cette théorie aa BAKOMiTRs. Cet 1119- nf.139. 
tmment conaste en un tube recourbe ABC , ferme en A 
et ouvert en ^^ la partie jimi est entièrement vide d'air j 
et la partie naBd est remplie d^un fluide pesant , tel que 
du mercurjc. Les points i et d n'étant pas an même niveau, 
â est évident (266) que si aucune puissance n'est appli^ 
qnée à l'orifice d y le mercure doit s^échapperparcetoriftce , 
jusqu'à ce que la surface ni soit parvenue en ab au niveau 
de d. Mais dans l'état phjsique des choses , l'extrémité A 
étant bouchée , la surface ni n'est pressée par aucun 
poids supérieur. Or l'orifice 4:^ «étant chargé du poids de b 
colonne d'air qui lui répond verticalement , et le fluide 
renfermé dans aBC étant de lui «-même en équilibre , il 
faut ^ pour faire équilibre à la pression exercée en d par le 
poids de Tair^ une colonne de mercure nabi dont^à bases • 
égales j le poids soit identiquement le même que celui d« 
la colonne d'air« Cette hauteur varie avec le ressort dei 
l'air j elle est ordinairement de 27 pouces et demi , ou dcr 
0^744 mètres : elle dépend du rapport des pesanteurs spé^ 
cifiques des deux fluides (5o5)« 

On peut donc se servir de cet instrument pour mesu- Fis, i4e« 
rer le ressort de l'air , par la hauteur à laquelle le mer^ 
cure reste suspendu dans le tube. Pour cela on fait plonger 
nn tube AB y vide d'air y fermé en A et ouvert en B y dans' 
une cuvMe de mercure B ; la pression de l'air force ce 
fluide de monter dans le tube jusqu'en C On fixe le tout 
sur une planche graduée , afin de mesnrerles variations suc-^ 
cessives du niveau C du mercure. On regarde alors le mer* 
cure de la cuvatte cooune consenrant le même niveau* 
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W|i i4»« Comme cette dernière hypothèse n'est pas absolnment 
conforme à la vërité ^ on peut employer un tube courbé 
ABC j formé en^^ et ouvert en Cy conserver la branche 
^C un peu longue^ et y laisser un espace FC occupé par 
l'air. Le niveau jP variera alors dans la branche BC) mais 
comme le tube est de grosseur constante y on aura aisément y 
et par une simple soustraction , la différence de niveau y 
c'est-à-dire ^ la hauteur de la colonne de mercure sus-* 
pendue. Il faut observer que dans les deux cas ; la branche 
oii le mercbre est élevé doit être plus longue que 0,744 
mètres , puisqu'alors ce fluide Templiroit entièrement. Si 
on faisoit un baromètre avec de Teau j il faudroit que le 
tube eût plus de 52 pieds, ou 10,4 niètres } car jon peut 
voir (295) qu'une colonne d'eau de cette hauteur a le même 
poids qu'une colonne de mercure de 0,744*" ^® haut. Enfin 
on voit qu'un baromètre peut s'adapter à une machine 

^ Pneumatique y afin de connoître jusqu'à quel point on a 

fait le vide , ou raréfié l'air sous le récipient 

La constante h qui entre dans l'équation (Ç, 276) , et qui 
provient du poids de l'atmosphère , est donc le poids de la 
colonne de mercure suspendue par le ressort de l'air , co« 
lonne qui a environ 28 pouces de haut, ou 0,744 niètres* 

W«« U«. 5 12. C'est donc dans le ressort de l'air , en contact avec 
les deux surfaces du mercure en ^ et en C, qu'on doit 
chercher la cause qui tient suspendu le mercure dans le 
tube ) et il est aisé dç reconnoitre la fausseté de l'assertion 
des premiers physiciens , qui prétendoient que le mercurp 
ne s'élevoit ainsi, que parce que la nature avoit hmreurdu 
vide. On voit aussi pourquoi- cette prétendue horreur n'fi 
lieu pour le mercure que jusqu'à 7 décimètres, et pour l'eau 
que jusqu'à 10 mètres environ. 

Il est aisé d^ remarquer, que l'air renfermé eierce per 



BAllOHkTRX. 577 

son ressort ^ la ménie pression que s'il agîssoit librement 
par son poids ; et qu'en conséc|uence la hauteur du mer- 
cure doit être la même dans un endroit ferme (|ue dans 
Tair libre : cependant l'état de^ la température de l'atmos* 
phère doit faire varier un peu cette hauteur } car lorsque 
l'air devient plus chaud , le mercure se dilate et sa densité 
diminue : il faut donc alors un plus grand volume de 
mercure pour qu'il eu résulte le même poids : ainsi le res- 
sort de l'air étant supposé le même y la colonne de mer-i 
. cure doit avoir mie plus grande hauteur pour lui £air« 
équilibre. Mais la variation de densité du mercure n'étant , 

guère Sensible y on peut en faire abstraction dans les opé- 
rations qui n'exigent pas une grande eiactitude. 

5i5. L'explication que nous venons de donner du phé- 
nomène du baromètre; s'applique à une multitude de'cas ; 
la pesanteur et le ressort de l'air servent a expliquer beau* 
coup d'autres faits. 

Lorsqu'en appliquant les lèvres à l'ouverture d'un flacon, 
on aspire la liqueur qui j est contenue , le ressort de Pair 
restant | diminue à proportion : il n'est donc plus' en état 
d'opposer du dedans au dehors p une.pre^on égale à ceOe 
que l'air extérieur exerce du dehors au dedans. Les lèvres^ 
s^ajppliquenfC fortement sur les bords de Ponverture) et on 
i d'autan^ phis de peine a les dég^^er , qu'on a aspiré plna 
Ibrtementl 

$1 dans un vase oii il 7 a de f eau , <m tout antre fluide , Pig . 14t. 
4>n plonge la branche la plus courte (Pun tube courbé , ou 
s^hon DEP) et qu*on aspire en JF , en suçant on au- 
li-çment , Pair çohtenu dans ce syphon ) llean montéhi et 
sortira par Fj parce que la pression de l'air extérieur agit à' 
la surface AB ^ et force le fluide démonter et de s^écoulert 
lÀajs Peau continuera ainsi de sortir en F jusqu'à ce que 
(itàii le ràâé die soit 4eicen&ie à Ponverture D. En eflèt , 

48 
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quoique la pression en D et en iï' soit , à très-peu près , la 
même ^ néanmoins le poids de tonte la colonne d'eau JF j la 
force à descendre j ce qui ne peut se faire sans produire un 
vide en E \ vide qui ne peut manquer d'être rempli , par 
l'action toujours présente de la pression de l'air sur la sur- 
face de Teau dans le vase* Ainsi l'air n'agit y pendant l'é- 
coulement^ qu'avec un effort proportionnel à la différence 
/F de niveau j entre F et la surface de l'eau dans le vase \ 
ensorte que l'écoulement' sera d'autant plus rapide , que 
les tleux branches da syphon différeront davantage. Ce- 
pendant on doit observer que ce n'est pas la longueur des 
deux branches qu'on' doit considérer ici y car on pourroit 
contourner de mille manières un tube sans pour cela ob- 
tenir un écoulement plus prompt : la rapidité de la chute 
du fluide ta F ^ dépend de la différence des hauteurs ver- 
ticales de E au-dessus des deux extrémités F et D» Ct% 
deux branches ne peuvent d'ailleurs être égales 5 en outre 
la branche ED ne peut passer environ 10 mètres quand il 
•*agit de l'eau y puisqu'alors ce fluide ne pourroit parvenir 
en E. C'est à ce phénomène qu'on doit rapporter la cause 
de certaines fontaines intermittentes ; etc. Yojrez le Traité 
élémentaire de phjrsique de Hcùîy» 

3i4* L'un des usages les plus intéressans auxquels on ait 
destiné le baromètre ; est l'application qu'on en a faite au 
nivellement : cette théorie est d'une trop haute impq>^^^i^c^ 
.pour que nous négligions de l'examiner. Il résulte de ce 
qu'on a vu que la densité des couches atmo^hériques d^ 
croit à mesure qu'on s'élève , et par conséquent la colonne 
4e mercure doit en même tems s'abaisser. Voici comment, 
on a fait servir la connoissance de ces abaissemens à la 
détermination de la hauteur verticale z qui séparé deux 
lieux d'observation. Soient h et h' les hauteurs respectives 
dii baromètre ^ ttXtf les températures, c'est-JH^ire^ Im à^ 
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gtis qa'jr marque le thermomètre , ( pris avec leurs si- 
gnes ) } enfin D et D^ les densités de l'atmosphère. Nous 
accentuons les lettres qui se rapportent à la station la plus 
basse. 

Simplifions d'abord les considérations en supposant la 
température constante. L'équation («) d'équilibre des 

.«ui4« Pe-B. etél^ti^p^e. «t «, =f=^. or on 

sait que la prtssion varie proportionnellement à la den- 
sité (5o8} ; on a donc p = mgD , d'où ^ =3 «é^y 
• étant une constante inconnue : on en déduit • • • • 

« = — #./-g-s:— '#.logZ>+ C; mais « s; donne 
D:=: ly ', donc z = ^^^G^j» ouplutAt 



=••■«.(4-) 



parce que les densités sont proportionndles aux pressions , 
et sont par conséquent entr'eUes comme les hauteurs cor^ 
respondantes du baromètre ; passons des logaridunes né- 
périens aux logarithmes tabulaires t ( ce qui se fiât en di- 
visant par le module k = 0,4^4^ ) ^^ désignons ces der- 
niers par le signe L , nous aurons z = ir* ^ ( "T^ J* 

Deluc ayant choisi parmi les résultats dus à l'observation' 
îcenx qui paroissoient mériter plus de confiance , et cher- 
chant à déterminer la* valeur numérique du fiu:teur -j- ^ 
fut conduit à un résultat d'une simplicité remarquable ; 
car il trouva -7-= loooo^ la température étant d'envinm 
t6;75* du theonomètre de Réanmnr* Ainsi 
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h' 



z z=. loooo X L 



m 



Bouguer diniinuoit de jz lés résultats auxquels cette formule 
conduit. 

5^5v Ce^, théorie repose sur diverses bjfpçt^èses abso* 
lument ioadjnissibles : car i^. l'air ne se comprime pas 
][»rdpbriionQ^en|pnt éuK poids ^àànà ^utes les. limites^ ^ 
.^?i,à <ief ë^vation^ un pm^coi^sidérables la gravité décroît; 
y* les gaz jsi autres corps étrangers dont l'air est sans cesse 
. charge modifient la vari^Uion de sa den6ité^>. 4^« «omuie on ' 
a reconnu que l'air se refroidissoit gradueU^uient à mesure 
^^'bti stSêvoit; Fhyi>ô!hêsfc éëlà tenipÈr^toreydiisfâirte ékt 
démentie par l'expérience} .5"*. enfin le baromètre étant 
lui-même soumis- am: ii^ipi^ésiion? de la chaleur , it ftiMe 
métallique qui compose cet instrument éprouve des chan- 
gemens de dimension (5 il) auxquels^ on ne peut négliger 
d'avoir égard. Ces deux dernières circonstances sont même 
Qattc» ^ iofloent 4'iMI6 maiûère plus décime dans X^s 
ÊixffyieMC9B<f et fcoMUt «ll^q^ie les physiciynsont eucapour 
dl^jet lorsqu'ils oi^t voulu corriger la théorie précédente. ; 
Camnm l'usag« du ibarc^nètre est Jt^eaucoup plus^ exjiédit^ 
.êi plus commode que c/alui. des instrumeng drgi^ométrie.^ 
il était très-important de se procurer une formule suscep- 
tible d^une plus grande précision. - Plusieurs sarans èe soift 
ef&rcés d'jr parvenir e|i faisant subir à la préçédentefjç^s 
corrections. Deluc évQluoft à. o/>75^* la qni^i^ité dfini h 
colonne de mercure s'allonge ou se raccourcit dans le baro- 
toètrepàrthac^e de^é Ai iheniiô^ét)>ed^ Aéaaimur. Àpreè 
av«r corrigé, les hauteurs du* mercure , û /emplqyoit un« 

coirection pour le coefficient -rr* H avoit observé qa'oa 

pourroit lui coDterfer k vdlM* .2Pom.)iii»fHie;J^ileiii]péAt 
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iujTé mojume ét0i% lô"* | } mm ^çw IW Tiftîuit éa ;ii6r. 
de son vâliw« |ï#u> ohii^ defné ^ U ^oît eagnAenlfr ou 
diminuer le ftrofiuit de m ai5*« ptt'tie «aallipliée pu'ia dif- 
fëreoce entre i^^" | et là tempéiHitHre naoyennei Ain» éti 
trouve pour la S^nnaU de Deluo ^ toutes réduDtioitt feilee^ 

Trembley ; par des expériences plus nombreuses ; a trovvé 
ïk fofMâle 

Hei fotttitûéé sdfit ftippôi^ëes à ta toise priëe pdor unitë ': et 
il paroît que la dernière est la plus exacte. Mais Vmt^ ek 
rs^Ure n'ont ëjjté-ofct enui e g qUe |>tr «ne suite d'espëriedces 
peu correctes ^ et on «ent que dé tc2s procëdéy ne pet** 
yent conduire qu'à «tae diétenninalion trce-ragne* 

iiGyJLxvjjkOB, a donne; p^ge 9i de VExposkion di^ 
'^sterne du monde ^ une solution fort élégante du probf^of 
qui nous occupe s cet illustre savant f qu^ a rendn des ^et^ 
vices si marqués à la ph/sique et à la chimie y et qui n'^ 
étranger à aucune branche de sciences ; a complettë tout^ 
fait la théorie dont il s'agit. Il falleit faire subir à notre 
fonnnle une dooMe correetion ; l'une rdative à là dilata* 
tion. du mercure | qui n'étant qu'un eiïet purement ifafi^ 
' monflétriqué ^ n'entre pour rien dans la mesure de la den- 
sHé de Talir y t'iMtre <fsà pr^^ent 4e là détei^ittàtfoit diî 
coefficient «. Nous supposerons d'abord que^ la tenpiénH 
ture est constante dans l'étendue dpnt il s'agit , mais aoa| 
la regarderons comme moyenne entre les températures 6b* 
servéts ^ et csz |(| 4« ^) : en dëternïiûànt le (;oefScSént j^ 
d'après cette hjrpothèse, nous aurons un résultat fofrt ^ff^n^ 
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chë| puisque les températures diflêrr nt erdinairement peu. 
Les hauteurs du mercure n'étant ] lus proportionnelles 
aux densités , à cause de la dilatation du fluide métallique p 
û convient de changer h, afin de dégager Texpénence de 
cçt effet y et de la ramener à ce qu'elle auroit été si en par- 
tant du lieu inférieur , le mercure avoi) conservé la même 
densité à la région supérieure. Or on sait que pour chaque 
degré du thermomètre centigrade , le mercure se dilate de 

=-; — ; ainsi la hauteur A observée à la région 1^ plus éïpi» 

vée ( et la plus froide ) doit devenir h -{- «^^p-; ou 

5412 

hÇi+ -7T — J : valeur qui doit remplacer h dans notre 

&rmule. 

De plus , pour ramener la détermination du coefficient m 
à des expériences déjà faites , nous siippotons d'abord que 
la température moyenne j (^ + ^} répond à la glace foa« 
dante : sauf à corriger ensuite l'erreur qui résultera de cette 
hjrpothèse. Alors la pression P qui a lieu à la hauteur Z • 
donnant une hauteur H pour la colonne de mercure ; on a 
P = mgD = gt'Hf i' étant la densité du mercure à la tem- 
pérature o ^ cela résulte de ce que P est le poids de l'atr 
mosphère ; qui est égal à celui de la colonne de mercure. 

On a donc « = //'.—• Or à cette même température. Lb 

baromètre étant à la hauteur H = o^^yô ( 28 pouces) au 

piveau des mers y on a — ç= xo265 , d'après les txpé^ 

riences les plus précises. Ainsi « = ySoS. En divisant par 
le module A: z=, 0^4^429 ; on a pour le coefficient des 10-. 

garithmes tabulaires --77=1 797^°^; ^ température n^ojresUfi 

étant celle de la glace fbnd^ute» 
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Voyons maintenant quelle correction noavellc il faut 
faire subir à cette valeur , lorsque la température moyenne 
est différente de celle que nous avons prise pour terme de 
comparaison. La manière dont la théorie se présente main- 
tenant nous permet tie considérer l'opération comme faite 
avec un instrument inaltérable aut impressions de la char 
leur y et de supposer que la température , ayant d'abord 
été zéro , se soit tout-à-coup élevée à ^ (l + z') , dans toute 
la région d'atmosphère comprise ^ntf e les deux stations } 
par là on voit que l'air en se dilatant j devient d'une 
moindre densité , et qu^il faut s'élever davantage pour faire 
baisser le baromètre d'une égale quantité : si on supposoit 

m 
donc -7- :s 1 7972 sans correction y on auroit un résultat 

trop foible. Pour lui rendre sa juste valeur ; on a observé 
que Pair et tous les gaz se dilatent de -— pour chaque de- 
gré du diermomètre centigrade : ainsi la quantité dont où 
devra augmenter le coefficient -7- est égale au produit de 

ce coefficient par la oSo*. partie du nombre de degrés de 
la température moyenne i (/ + O î d'o» on roit qu'il faut 

remplacer A par ^ -f ^. -^ . a (/ -f i') , ou * ♦ ^ 

En ayant égard à ces corrections y on a pour It diffé- 
rence de niveau des lieux d'observation 
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pu si on veut 

Saussure nous donne dans son Fojrage des Alpes , 
n*. 20o5 , le résultat dje 8e$ propres observations j il en ré- 
sulte qu'à un mètre au-dessous de la cime du Mont-Blanc 
. ïe baromètre marque o^^'^^ , tandis que U thermomètre 
centigrade indique — 2^,87 : d'une autre part à j5,5i mètre$ 
au-dessus du lac de Geuève on observoit le baromètre à 
o"»,7585 , et lé thermomètre à a8**,25. G)nune on peut 
compter sur la rigoureuse exactitude de ce physicien cé^ 
lèbre , il peut être intéressant d'appliquer notre formule à 
cet exemple. Elle devient dans le cas présent 

Ajoutant 26;5i mètres ^ on a donc pour la hauteur totale du 
Aéo0l*Blaiic 4W6"*,i7 ou environ 2224*«''**,5; réscdtat qui 
^t d'^nyirqn ;3 toisea phis petit que celui que les mesure^ 
•trigonomélriques de Pictet ont produit. Cette erreur n'est 
OèriNlitment liue qu'à la détermination des quantités qui 
lM»rettt de baèe à la- formule précédente^ et lorsque ûtà 
expériences pluf pgourénse^ i^s dUTûn^ iait comioitr^ 
a'une man'ière exacte j on pourra compter sur une appro- 
ximation beaucoup plus gran4e* 

Le baromètre éréînaire est peu propre à mesurer lesliattr 
tçur» J^ç^ qa!fin le renversant ppor W U^mpQf^ , 
l'extrémité iufôrieur^ du Uibe C^^sao^ df flwipr ^^p^M 
mercure ; il se forme un passage dans lequel Pair en s'in- 
trodctfsant difise la càlonuf j et détiiiit ré|fçt qu^'on doit 
fitt^ndte de l'instrument, On se ^eevC d'un i>aroniètre por.- 
tatif ^ut t{ 9)n' extrémité inférieure hermétiquement fermée 
et qui a son ouverture disposée latéralement à quelques 
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liglies du fond^du r^rvoir.. De sorte que lorsqu'on ren- 
Vfupse le )>arpmètre^ le ^ mercure , baignant toujours cette 
Ofiye^ture^ empêche ji'^ de s'j^ introduire. 

IV. Dùs^Pqmp^f, 

3 17. Après ce que nous venons de dire sur le poids et rSf. 14! 
Iç^ rassort de l'air ^ et sur la pression des fluides en gêné- **♦ 
rai , il est facile d'entendre comment l'eau s'élève dans 
les Pompes. Il y a dans une pompe trois parties principales 
à considéref^ les pistons y les soupapes et les tuyaux. I^e 
Piston e9t un corps' AB de base circulaire y qui peut par- 
courir y en la remplissant exactement y la capacité inté* 
lîeure d'un cylindre creux, qu'on appelle Corps de pompe} 
ce cylindre est fermé, dans une section de sa hauteur, au 
moyen d'un petit couvercle E , a charnière , qui bouche 
trè»-exMCtenient l'orifice auquel il est adapté j ce couvercle 
je nomme Soupape , il est destiné à permettre et fermer 
.idteipQativenient le 'passage à l'eau. Une semblable soupape 
est adaptée au piston en X. Un tuyau FGHKest uni au 
corps de pompe \ il a son extrémité ihfériem'e plongée dans 
l'eau ^ dont je suppose que RS est le niveau. Nous enten- 
4rons'par huse du piston^sa section horisontale. ^ 

On distingue deux espèces de pompes , destinées à faire 
mpnter l'eau : l'une produit cet^ effet, en aspirant l'air 
contenu dans le corps de pompe, on la nomme Pom^ 
aspirante t l'autre agit en foulant le fluide , on l'appelle 
Pompe foulante* Expliquons le jeu de ces deux machines. 

5i8« Supposons que. l'eau étapt au même niveau 7191%. t43U 
dans.ie.r^ervQÎr et dans le. tuyau KH d'^piration, une 
force^i? appliquée» tjge du,pis^)p, IJélève en Ô 2 l 'es- 
pace qu'QccupQitra)r,.reî}fcrîn^ dji»» Je pçrps de I)ompê ^i> 
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se trouvera plus ^and j et l'air remplira l'espace que le ipâ* 
ton laissera libre ) ainsi son ressort diminuera^ l'air vea* 
fermé dans le tuyau d'aspiration HK exerçant sur la sou- 
pape dormante E un effort plus grand ^ que ne le fait l'air 
renfermé dans le corps de pon^>e y au-dessous du piston | 
cette soupape se lèvera et l'air du tuyau d'aspiration 
affluera dans le corps de pompe y jusqu'à ce qu'il soit par-* 
venu à avoir la même densité ^ et par conséquent le même 
ressort dans ces deux espaces. Alors la soupape £, égale* 
ipent pressée des deux côtés , se refermera par son propre 
poids y et interceptera de nouveau la communication entre 
le tuyau d'aspiration et le corps de pompe. Mais l'air ren- 
fermé dans le tuyau d'aspiration , étant raréfié pour se 
mettre en équilibre avec celui du corps de pompe , n'exerce 
plus sur la superficie du fluide intérieur une pression égale 
à celle qu'éprouve le fluide extérieur. L'excès de pression 
de la part de l'air extérieur , fera donc monter l'eau dans 
le tuyau HK à une certaine hauteur N telle que le poids 
de la colonne de fluide NH y joint à la pression de l'air 
intérieur y équivale au poids d'une colonne de fluide de 
lo mètres de haut environ. On remarque que Télévation 
de l'eau y diminuant le volume de l'air intérieur y augmente 
sa densité ainsi que celle du eorps de pompe qui se rétablit 
en partie par le moyen de la soupape E* L'équilibre ainsi 
rétabli y si on baisse le piston y l'air renfermé dans le corps 
de pompe au-dessous du piston y se condensera y sans néan- 
moins agir sur Tair renfermé dans le tuyau d'aspiration 
avec lequel il n'a plus de communication : ainsi l'eau res- 
tera dans ce tuyau dans le même état. Cependant l'abais- 
sement du piston y qui doit approcher autant que possible 
de la soupape E y devient assez grand pour rendre l'air 
compris entre cette soupape et la base du piston^ plsi 
dense que l'air extérieur. Cet air fait «lors lever la sou- 
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pape L , par son excis de ressort : ainsi il communique 
ar^ec Tair extérieur et acquiert la même densité que lui ^ la 
soupape L se referme ensuite par son propre poids. Si on 
recommence la même manœuvre ^ Peau s'élèvera de nou- 
veau ; en sorte qu'après un certain nombre de coups de 
piston I elle gagnera le corps de pompe; où étant une fois 
antrée, elle passera, à chaque abaissement du piston, par 
le trou de la soupape L i cette soupape se f(Minant par son 
poids retiendra au-dessus d'elle l'eau qui aura passé , et que 
l'on élèvera en même tems que le piston* Tçl est le jeu de 
la pompe aspirante. 

519. Quant à la pompe foulante , voici ses effets. Lors- V^* ^^ 
qu'on fait descendre le piston PCD ^ que je suppose ici^ 

placé au-dessous du niveau de l'eau KS^ il se fait un vida 
entre la soupape E , qui est alors fermée , et la base du 
piston. Le poids de l'eau agissant, conjointement aveo 
celui de l'air extérieur , contre la soupape L , fait passer 
l'eau dans le corps de pompe. Lorsque l'eau cesse d'en* 
trer , la soupape L se ferme. Alors si l'on remonte le pis- 
ton , il chasse devant lui l'eau qui est entrée , force la sou« 
pape £ de se lever , et introduit l'eau dans he tujrau EY* 
Le piston une fois élevé , la soupape E se ferme , et re« 
tient l'eau , jusqu'à ce que , par un autre effort semblable 
jau premier , on en fasse passer de nouvelle : ainsi l'eau 
s'élèvera dans le tuyau. EY ^ proportion du nombre de 
coups de piston. Quelquefois cette pompe agit en foulant 
de haut en bas , quelquefois le piston est placé au-dessus 
du niveau de l'eau , ( voyez V Architecture hjrdrauUque ^ 
page Sio ) ; mais dans toute âisponlion , l'effet a'expHqoo 
(d'une 'manière analogue. 

520. Oh forme des pompes qui réunissent les effets des Hf • X4S, 
4raz précédâmes | et yx'on ilonuoe pour cela Pçfnpt$ 
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Jouianles et aspirantes. Lé piston AB li'cst point ici màhl 
d'une soupape : lorsqu'il s'élève , îl fait entrer l'eau dans 
Pespace CFKNy tomme dans la pompe aspirante : lors- 
qu'il s'abaisse ^ il foule Teau contenue dans cet espace y 
laquelle ne pouvant s'échapper par 'la soupape E qui se 
ferme d'elle-même^ lève la soifpape Ly et passe datis 1< 
tuVau ]ktO. On peut varier beaucoup la coilstructiorl et 
la disposition des parties" des pompes j mais leurs effets 
sVxpHqueront toujours facilement par ce que' nous ve* 
iibns d*étp6ser. 

5a 1. La quantité d'eau que donne une pompe à chaque 
coup de piston y pendant un tems déterminé y se trouve en 
considérant qu'à cliaque coup de piston il sort un volume 
d'eau équivalent à im cylindre y dont la base est celle du 
piston y et dont la hauteur est la quantité dont il s'élève 
dans le corps dé pompe. Quant à la force qu^il faut em-» 
ployer pour mouvoir le piston y de bas en haut y en fai^ 
sant abstraction du frottement et du poids du piston | 
elie soutient le poids dune colonne deau , oui auroii 
pour hase celle du piston , et pour hauteur celle dont 
Veau^ est élevée dans la pompe aurdéssus de la surfac0 
du réservoir* 

Fig, 144. ' Su effet y dans la pompe foulante* noyée la chose est 
évidente } car le poids de la masse fluide y qui est entre la 
iMse CD et le niveau RS y ne charge pas le piston^ puis- 
qti'iellë est portée par l'action dé l'air : ainsi la base Cû 
dû piston n'est pressée que par la colonne d^au qui est 
depliilrléniyeiEinftSjtiâqa'à'la Ittme supérieure : cette pres- 
sion est, conune on a vu (277) ,* conforme au théorème. 

Kg* i4li Si la pompe' est aspirante y le piston est d'une part vî« 
nblement chargé de* toute la' cblôiïne d^ëau (jui esf vof 
dwus Vdè l^àutrt /comme Teau kb peut monter Vcha^ 



«oup de piston^ <pi«. par l'effet de la puiMaftce ytt ae p(^t 
être soutenue que par la pression que l'air extérieur éieerbe 
sur la surface RS } cette pression n'est donc plus capable 
de Èdre équilibre à c^lleide l'ait* y qui agit sur la surface 
^përïéure dé l'eau dans lé corps dé pcnnpe. Cette surface 
est donc sùrchai^ée' d'un poids équiyaledt à la c(donné 
d^éau qui aùirôit pdUr batsé celte du piston , et dont* la 
hantèur sérôit %âle ii la distancé de* ./fS k*RS. Ainsi la 
force qui anime le pîsfon porté ce 'doublé poffds^ Cé^-qui est 
conformé à cfe qii^bn à dit. 

'Si la'pbxnpe foulante n^êst pas hojrëé ; ce dernier rai- fij^, j^ 
^ontiéiiiènt s'y appliqué facilement. À l'égard de TefFort 
qu'il faut exercer pour faire ^^dendre le piston-^ il est 
clair qu'il se réduit à vairicte ' le frottement , puisqu'en 
vertu du poids du piston dans Peau y ce corps doit des^ 
cendre de lm-méme« 

Dans la pompe foulante et aspirante, TefFort du moteur Wîg. 14A. 
cfoit être considéré dans deux circonstances differenten * 
savoir lorsque le piston monte et lorsqu'il descend. Quand 
le pi&ton monte y il n'(!prouve aucuiie pression de là part 
dé l'eaii renfermée daiis le tuyau montant JHOy parce que 
la soupape L est alors fermée y le moteur est donc dans le ' 
cas de^ la pompe aspirante ; et porte une colonne d'eau • 
qui a pour base celle di^ pistoii j et pour hauteur «a dis- 
tance* à la superficie du -réservoir. Lorsque le piston de^ 
cend| comme la soupape dormante i?' est.- alors ferm^, 
l'êfFort du moteur doit faire équilibré au' poi^. d'un ^cy- 
lindre d'eau y qui ' aûrdit pour basé ceUe^au piston , et^ 
pour hauteur la différence de niveau du flfuide j 'daiis le* 
corp^. de • jpémpe *^t din^ le- tfiyau montant. • Oir retti|n>« . .. i 
^era/quela somme de ces deûx-effcnis^ dans- «cette huh 
chin^eL qpi rassemble ^ les effets des^^ déuS'» podipes f ;èst«1a 
(re9aioi^;t^We 4|* p^ dériij^ ^^miski?pm^ 
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a Favantage de n'en faire ëj^onrer an piston qàtant partie 
k-la-fois. 

522. Par le moyen de la pompe foulante on peut âe« 
yer Teau à telle hauteur que Ton veut ^ pourvu que hi 
aoupape dormante soit au-dessous du. niveau dans le ré- 
servoir , et qu'on emploie une force suffisante. en est 
de même de la pompe aspirante lorsque le tujau d'aspi- 
ration a moins de lo oi^treà de haut , et que le pistoia 
descend à chaque coup jusqu'à la soupape dormante E* 
Mais quand la première de ces deux conditions n'a pu 
lieU| le fluide ne peut monter jusqu'à cette soupape; t% 
ai la seconde: n'est pas remplie , il peut arriver que l'eau 
s'arrête à un certain terme quelque nombre de coups i» 
piston que l'on donne. Pour comprendre ceci , su{^sona 
Wig, 143. que l'eau soit déjà élevée en 1} il est clair que lors de- 
la levée du piston l'eau ne monte qu'autant que le ressçrt 
afFoibli de l'air dilaté intérieur ( c'est-à-?dire j la pression 
qu'il exerce à la surface du fluide en / ) plus le poids de 
la colonne d'eau IH, déjà élevée au-desst)s du niv^eau du 
réservoir ^ équivalent à la pression de Pair extérieur à la 
surface RS j et par conséquent au poids d'une colonnp 
d'eau d'environ 10 mètres de haut. Il faut donc que le 
ressort de l'air intérieur augmenté du poids de la co^ 
lonne fluide IHy soit moindre que celui d'une colonne 
d'eau d'environ 10 mètres de haut pour que le fluide 
monte. Pour déterminer les cas oii cette condition n'est 
pas satisfaite , analysons toutes les circonstances que peut 
leur offrir le jeu d'une pompe» 

F^* 143, 5a5. Désignons par ejcti^lês espaces f/ et J?Ocompra 
depuis lasoupape dormante £ jusqu'au point / le phis bas é^ 
an point O le plus élevé de la course du piston : par jr 
et a les distànôês E^ et Êfi entre cette mtùxé tôtxpt^ 
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«t le liiveau duApi^e d^ns le tuyau d'aspiration et diUs 
le i^servoir : par s la section transversale dn tuyau ,d'i^- 
ipîratioa KH : par « et «^ les pesanteurs spécifiques de l'ulr 
«xtérienr.et de l'air rarëfié renfermé dans le tt^au d'aft- 
pîration lorsque le piston est baisse i enfin par x et h le 
ressort de Tair intérieur et extéricfur ^ c'est-à^lire y que x 
est la hauteur d^lne colonne d'eau qui exerceroit en iV U 
même pression que l'air raréfié renfermé dans le tuyau 
d'aspiration^ et que h est la hauteur. d'environ 10 mètres^ 
. qui est celle d'une colonne d'eau , dont le poids est égal 
à la pression de l'air atmosphérique« 

Lorsque le piston est baissé , l'eau ne reste suspendue 
dans le tuyau d'aspiration qu'à la hauteur a — j* qui con* 
vient pour que les pressions causées par le ressort int^ 
rieur et le poids de ce fluide équivalent à la pression de l'air 
extérieur j on a donc h z= x '■\^ a — j*. Par la nature du 
jeu de la pompe y l'air renfermé en JF dans le corps dé 
pon^pe est de l'air naturel ) son volume étant e^son poids 
est donc ire* Quant à Tair renfermé dans le tuyau d'aspira^* 
tion y son volume est s/} son poids est donc ir'sjr ^ maia 

on a visiblement — = — r , d'où ir* =— r- : ainsi le poida 
X w' ' h *^ 

de cet air est ^W^* H «dt de là que ir f e + hJ ^* ^^ 

poids total de l'air renfermé en IN. 

Les choses étant dans cet état^ si on lève le piston ^ Pair 
se trouve avoir la m4me densité dans toute l'étendue in- 
térieure y et l'eau monte dans le tujfau d'aafàration. Soient 
x' et j^ ce que deviennent alors x et j-. L'équilibre entre 
les pressions intérieures et extérieures exige qu'on ait 
commç ci-dessus hs=z x' •^^a '^jr' } de sorte qu'en fi^ 
tant A — a = i ; on a 
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Slftia- l'air > iojtmieur occupe . .ntai^teumli t l'«p%«» •^.Hrt j^ 
flUulil^tl 'de rçspaee,//y;=?:e.r+îv j^5 qu'il ùpçupoit d'fd>ord. 
SiilV$p4(^.in.lërieQr:CQ0i«Qpittd^ I'rûp n^tofel.; soQff^isçtrt 
«CWi^iA el son ipoid^w^S H- sy')} comipeicU'air .est, f di- 
laté et que ,son poids est , comme ci-dessus^ w ( <?+ ~t- jt 
' o» afdp9bç.Ut>'^P<H)Upil : 

Telle estl a hauteur de. là coloiyie d'eau qui excrcefoit la 
même pression que cet air dilaté exerce à la surface du 
liùidé dans le tujrau d'aspiration. Eliminons j^ et j^ entre 
les tcois équations. précédentes (i) et (2) ^ nous aurons 

*'^-i7-± V^K-^) + - + x^^ tej.,(.) 

On ne prendra d*ailleurs que celle des deux faciles qui 
donne a/ < ^^j là valeur de j^'- sera conpue parl'ëqua- 
* tion j''"==- x' — h* 

On pieiit y au moyen d^ ces deux .équations ^ ^trouver , Içs 
densités successives de l'air , et les hauteurs auxquelles l'eaa 
. s'élcvQ ^' chaque coup dç piston. En effet ^^ sufg[)ospa8 
qu'il n'y ait eu aucun ^oup de piston donné ^ on ax = A, 
et les valeurs de x' etj^ que donnent alors les équations 
précédentes-; font connaître le ressort de l'air ^ et l'éléva- 
tion de Tèau après le premier coup dé piston-: substituaiit 
pour j? y dansîles' métiies équations , la vdeur qu'on- ineat 
*3ip trouver pour iè ressort de l'air, on aura les valeurs de 
x' et j<' répondantes au s^cond^coup dé piston 5. et ainti 
de suites On pourri luémé^par la trouver condHentchaqiilie 
coup de piston élève l'eau j en prenant les difiiérenc<ès.fl 
cessiyea des vakurjSi dç j> . ' 
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524. Puisqu'on a^ — 7^= x — x* , 8*3 arrivoit que 
l'eau cessAt de monter, comme on auroit^ — jr'^^o, 
il en résuiteroit x — x' =0, la valeur (a) de x' devicn- 

droit donc * = ;g^* , et ctUe de^ teroit •••»-*••« 

E—e 
jr z^a-^ — -— . A. n xésulte de cas ^^lattont que lori- 

qu'il ^ a un espace e entre le point le plus bas de la mar- 
che du piston et la soupape dormante , l'eau pourra 
s'arrêter ayant d'arriver à cette soupape , et cet effet aura 

lieu toutes les fois que l'on aura a ^ ■ h puisque j* 

doit devenir négatif quand l'eau passe au-dessus de la 
soupape dormante. Si cette soupape est à la séparation F 
du corps de pompe et du tuyau d'aspiration., le rapport 

»' .^ ■ sera celui de la longueur que parcourt le pisUm / k 

la distance comprise entre le point ^et le plus haut point 

de sa course. Le cas de a 3= ■ k donne j* = o , iCC 

alors l'eau doit monter jusqu'à la soupape dormante : celui 

oii on a a < - ^ « k rend jr négatif, et alîrs l'eau doit 

s'élever au-dessus de cette soupape. S'il n'jr a pas d'es« 
pace entre le point le plus bas de la marche du piston > 
et la soupape dormante, alors l'eau doit toujours monter } 
car si on fait e = o dans Ex=eh on trouve £ =0, ce qui 
iigirifie que pour <pi^ Veau cessit de s'élever , il fiiudroit que 
le jeu de la pompe fût nul. D'ailleurs on a ^ = a — A 
valeur négative , à cause de A ^ a : ainsi l'eau parviendra 
toujours aufdcsiuade k soupape dormante. 

521S. Supposons maintenant que la soupape donnante 
(Dit au niveau de Peau du réaenroir , ou même plus basse, 

5o 
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ou bien qu'étant placée en im point quelconque ^ on est 
pairvenu à faire monter l'eau au-dessus de cette soupapo , 
et qu'on veut continuer de l'élever au mojen de l'aspira- 
tion. Ces divers cas^ qui n'en forment qu'un et rentrent 
les uns dans les autres y se traitent de même. Soient E €i 
lif . X43. ^ ^^^ espaces compris depuis la jonction K du tuyau d'as- 
piration et du corps de pompe ^ jusqu'aux points le plus 
haut et le plus bas de la course du piston. Nommons j^ et a 
les distances respectives de ce point de jonction K aux 
surfaces de l'eau dans le tuyau et dans le réservoir : 
s , x' j h et b désignent la même chose que ci-dessus. 

Lorsque le piston est baissé , l'air qui est renfermé au* 
dessous y tant dans le corps de pompe que dans le tuyau 
d'aspiration y est de Tair naturel , qui occupe un espace 
= e -4" {T* ^ piston venant ensuite à être levé y cet air 
se dilate ^ il se fait une ascension d'eau dans le tuyau d'as- 
piration , et la hauteur j- devient j-^ : ainsi Tair dilaté 
occupe l'espace E + sjr\ Puisque le ressort de l'air esl 
en raison inverse de l'espace qu'il occupe y on aura la 
proportion 

1- = "^ 7 7 d'où x^ = „ : , h. 

On a , en outre , comme ci-dessus , x" — j^ = h. Ainsi 
on peut de même éliminer et calculer les dilatations suc- 
cessives de l'air y et les ascensions correspondantes de 
l'eau. 

526. Le fluide cessera de monter ^ si on a dans quel- 
ques cas^-' '=J' Cette hypothèse donne x' — ^ t. 



or jr' = j:' •- b -= j 'y donc oni aura # • 

^r* "+■ J" [E -^ as)=z eh — Eb. Si cette équation n'c^ 
pas it^ racines imaginaires y on aura deux points ; eiitp^ 
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ksqads Tascension de l'eau cesse d'avoir liea , l'efFet de 
Taspiratîpn (devenant nid à ces points , et négatif dans 
Tintervalle qui les sépare , de telle sorte que Teau redea»- 
cendroit si la soupape dormante ne s'y opposoit pas* 
Cette quantité deviendra imaginaire quand on aura 

E — • £ 

J{a + m)» < Al, en faisant i= = le jeu du pît- 

E 

ton , et — =3 m = la plus grande hauteur du piston , an- 

dessus du lieu de jonction du corps de pompe et du 
tujrau d'aspiration. Donc pour que la pompe aspirant», 
produise infailliblemeru son effet, il faut que le quarrâ 
de la moitié de la plus grande hauteur du piston au^ 
dessus du niveau de tea'u , soit plus petit que le prth 
duit du Jeu du piston par h ^ c'est-»>dire , par environ 
lo mètres. 

Les différens cas que nous venons d'analjrser àufidront 
pour jetter le plus grand jour sur cette matière. On peut 
consulter à cet égard l'Architecture hydraulique du cit. 
Pronjr y ouvrage dans lequel cette théorie est traitée avec 
le plus grand détail , et dont nous ^vons extrait ce qut 
{irécède. 



Fin de f Hydrostatique. 



LIVRE IV. 
HYDRODYNAMIQUE. 



I. Ecoulement des fluides pesans et incompressibles 
par des orifices horisontauxé 

Si7. Xja complication des diverses tbëoriet da mouT^ 
ment des fluides' ; le peu d'accord des rësoltate qu'elUs 
donnent avec ceux que l'expérience £ût connoitre , n«us 
déterminent à nous, renfermer dans un petit non^ire de 
propositions. Ce que nous dirons ici sur rhydrodynimiqQe 
ne sera donc qu'une très-petite partie de cette science; 
mais la nature de cet ouvrage nous en impose la loi* 
G>nsultex les mécaniques Céleste et Analytique j où cette 
matière est traitée à fond j avec tous les développentens 
qu'elle comporte. La théorie que nous allons exposer id 
est due à Pronjr , qui l'a donnée dans son Archiiecture 
hydraulique ^ et plus particulièrement dans un Mémoire 
détaché qu'il a publié pour l'instruction des élèves de 
l'Ecole polytechnique. 

Nous supposerons ici^ comme un fait dû à l'expérience, 
que lorsqu'un fluide s'écoule d'un vase par un orifice 
horisontal , toutes les tranches horisontales du fluide 
conservent en s'abaissant leur parallélisme , de sorte que 
tous les points d'une même tranche ont la même vitesse 
verticale. El pour rendre cette hypothèse plus conforme 
avec les observations y nous supposerons i*. que les pa- 
rois du vase conduisent à l'orifice sans rompre la loi de 
continuité. 2*. Que la distance entre la surface supérieure 
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du flaide et l'orifice est assez consid^itble pour qu'il qç (bp 
produise pas cette sorte d'entonQQir ^u'on ^ repi^ifc^ 
quelquefois. 

3a8. Imagiiums donc un rase de fbrmé invariable ss^qp ri{. i^o» 
de position fix«y ouvert à sa partie inférieure par un ori- 
fice pq dont le périmètre est une courbe située dans un 
plan horisontal et dont Tstire = A* Soit y au bout du tems / . 
AB la surface supërieure du fluide ; désignons par K Paire 
ARBr qui est donnée en fonction de la hauteur cons- 
tantt on variable QR :=z h j d'après la figure du vase. 
On peut en dire autant d'une section horisontale indé- 
terminée /m =j- qui sera donnée en fonction de QC=zz* 
La surface de la paroi intérieure du vase est donnée en 
fonction it x^ ^ j^ et x' ^ et le plgn x'y est horisontal 
•t passe par l'orifice pq. 

Si on conçoit le fluide partagé en une infinité de tran- 
ches horisontales telles que TFut y il faudra par h;ypo^ 
thèse j que toutes les molécules qui composent l'une de 
ces tranches aient la mfaie vitesse verticale \ soit v celle 
de TVuu Toutes ces tjranches agissent les unes sur les 
autres dans toute l'étendue RQ \ ensorte que si la vitesse 
des unes est accélérée par le poids de celles qui sont at^ 
dessus d'elles y U vitesse de celles-ci est diminuée par les 
autres dont l'écoulement ne se fait pas avec la même ra> 
pidité que si le fluide tomboit librement Noua désignerons 
par II la vitesse du fluide qui s'écoule , au bout du tems /, 
par l'orifice /?f ; et par p la pression verticale exercée de 
bas en haut à la surface tu y au même iastant* 

La nature du problème que nous nous proposons de ré- 
soudre comporte deux sortes de variations qu'il est imper- 
tant de bien distinguer. Tantôt on a pour but de consi^ 
dérer les espaces décrits par une molécule d^ns 4€f tcws 
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successifs; noiis afpçcterons ^ comme précédemment, du 
signe d , les différentielles que cette circonstance intro- 
duira, et pary les intégrales qui y seront relatives. Tantôt 
aussi on considère, au même instant, deux molécules de 
la niasse fluide , déterminées par des valeurs de z difTé-r 
rentes ; nous emploierons la caractéristique J" pour distin-i> 
guer les différentielles qui se rapportent à ce cas, et par <$ 
les intégrales qui en dépendent. Les deux signes i"eiS 
sont uniquement relatifs à la forme du vase , et ils sont 
absolument indépendans du tems et du mouvement. Ainsi 
lious entendrons par ^;i , l'épaisseur HC de la trancha 
infiniment mince tu FT^ et par iy la différence entre 
les aires tu et 'JTF'qui lui servent de base. Tandis que iU 
sera l'espace vertical que décrira l'aire tu dans l'instant dt^ 
et que d/" sera l'accroissement correspondant que cetta 
aire devra éprouver. On peut remarquer que ces distinc- 
tions, commandées par la natiu*e du problème, reviennent 
a celles que nous s^von^ déjà employées (aSg). 

Cette notation établie , considérons le mouvement de la 
tranche tu FT au bout du tems /• La densité étant = i , 
le volume et la masse de cette tranche sont jri'z* L'hy- 
pothèse du parallélisme des tranches , nous permet de la 
regarder comme solide, pendant l'instant dt ^ et comma 
soumise à l'action d^ trois forces , savoir : les pressions p 
etp + /"p qu'éprouve Funité de surface de chaque base, 
et la gravité. Faisons donc abstraction de toute autre dry 
constance. On a 

I®. Le poids de la tranche qui est gylz. 

a*. La pression totale i^y exercée sur la base tu. 

5*. La pression totale (p -f- J^) {y + iy) qu'éprouve 
la base TV. Cette dernière dirigée en sens contraire, s/fj 
compose de deux autres ) l'une {j -*}" iy) p fait équilibre 
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à celle gT' qu'éprouve la base opposée ^ parce que ces 
forces sont proportionnelles aux surfaces j^ + iy ttjr sur 
lesquelles elles agissent (269) i la seconde C/ + J^ ) /p , 
ou jri)^ a son entier effet. 

La force motrice est donc gJ^^'^J'^y ^* ^^ ^^*" 
sant par jri'z , qui est la masse de la tranche , on a 

^ — j S- pour la force (221) accélératrice — qui agit sur 

d9 
chacune de ses molécules. Donc /^ =s — gi'z + -j-*^^ 1 

et ititégrant par rapport au signe t^y 

P=—gz + S-^.fz (i). 

Observons que la vitesse y est une fonction de x et /; car 
elle dépend non-seulement du téms auquel on lacnerché, 
tnais encore du lieu qu'occupe dans le vase la molécule 
dont on demande la vitesse à cet instant. Pour obtenir 
notre intégrale ^ observons qu'en vertu de l'incompressi* 
bilité f il doit s'écouler y en même tenu , par chaque sec^ 
tion horisontale du vase la même quantité de fluide : 
kuiU tijdz sont les volumes qui s'écoulent par Forifice k 
ef la section j^ durant l'instant ^^r ) on a donc 

(2) • • • kudi zsz '^jrdz , d'où ku = — j'ï^. 

On met ici le signe — parce que z décroit lorsque / croit^ 

En différentiant par rapport à / la valeur k=z — A:. — ^ 

kudr — kydu , , 

on a af' =± — ^ — ■■ ; ce qui change 

o^>^ IL ^Sku dr ^ k du . 'h , 

o-r»^zenS{ — .-^•iz — — *-^.lz\4 

di ijr^ dt jr di S 

Comme t ^ u t\ du sont constans rdatirtmeiit à Vt^ 
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ifiat de 'nffîatiM ddiit Û ^'ftgft ibi ^ TinMgfrite M 

*M.5-r.-;- — k.-p.S — • Or r étant connu an fonotiob 

de z par la figure du vase ^ S — est une fonction >coiBiue 

nde »y qil^«n fMiut répt*é)rétrt^ (Mur h ; l^ttfgt-all? dok d*ail« 
leurs être {Anse dans l'étendue Q/f , et 4>ar cDnséqîiâm 
n = o lôré^e z = o. Pour effectuer l'autre intégration , 
nous ferons <& :;: — i^z^ c^est-à-dire., que nous regardl^* 
Vous ^épaisseur de chaque tranche comme égale à l'espace 
qu'elle décrira dans l'initatit dltul^rtinX) ce qui revient à 
dire qu'on conçoit y au bout du tems / , le fluide comme 
partagé en tranches horisontales d'inégale épaisseur^ mais 
contenant toutes la même quantité de fluide., qui est celit 
'qui s'écoule pendant l'instant dt suivant et quia pour vo-> 
lume jrdz. Ainsi yi'z est constant et =b: '^.jdz \ taadif 
1^ fy devient = djr^ Donc 

Et CfMHinte k'fbmnie (i)'t!knne ^ !=: — k.~ , notre 

dt jr ' 

ku 
tégrale devient — ---j. ^ C. Ainsi Péq«ialSon(i> devient 

On "détermine la constante A en Servant i^'à Poriiice k 
on a z = o , n ±2 it) , ;^r= * èt^p = jP s=' la pression que 
l'atmosphère exerce sur l'orifice. Donc ji =zP + j^u* ^c^ 
qui donne 
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Cette ëqi^ation fait connoitre la pression p quYprouve - 
l'unitë de surface de la tranche dont l'ordonnëe est z , à 
un instant déterminé | lorsqu'on connoit les valeuss de u 

et -j- ; en fonction dt z y k cet instant. Pour les obtenir , 

observons que si on applique aux variables leucf valeurs à 
■la surface du fluide, onap = i';Z=:=A,j^=:/iC et 
n 55 iV = la valeur de n lorsqu'on y fait * = A j 

( iV = «S — , entre les limites «=oetz=:^}ona donc 
^A + AiV^-iu«(i-^) = o-...(4). 

tuer dans l'équation (3), et désignant par « la hauteur due 
à la vitesse if , ce qui donne k* = a^« j on a 

L'équation (4) devient elle-même , en fiusant j pour abréi 
*' -;tf 

kN di, ^^ , 

>;^ = ^-' W- 



»/(2^-) di 

Les deux équations précédentes serviront à faire connoitre 
U pression exercée en un lieu quelconque de la masse 
fluide j et la vitesse de l'écoulement à Torifice. 

529. Tout ce qui vient d'être exposé a lieu , soit que le 
vase se vide sans recevoir de nouvelle eau , soit que chaque 
partie de fluide écoulé soit remplacée en AB par une 
nouvelle couche de fluide ayant même vitesse que celle 

5i 
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qu'eDe remplace. Quand le premier cas a lieu ^ h est une 
grandeur variable \ il convient donc d'obtenir des relations 
entre h et les autres variables. 

Les volumes de fluide qui s'écoulent dans te même tems 
par l'orifice k et par la tranche supérieure K étant égaux, 
on a kudi ou k, ^{^g^ dt -=: '•^ Kdh : on met ici le 
signe — , parce que t croît lorsque A décroit. L'équa- 
tion (r) devient donc 

Khdhz=,Nhd^+KJi^^\dh (^). 

K est alors fonction de lu Cette équation if'intègre par 
les formules connues des équations diflérentielles linéaires. 
(Voyez Gd. int. élém. de Lacroix ^ 267 et 266) On ob- 
tient donc ainsi la relation entre h et «. On en 
aura ensuite une entre h et / , en observant que 

K dh 
u = V/(^*) = — 'Tr*~T7 ^^ SR donne la loi des abaisse- 

mens successifs du fluide. 

55o. Un des objets qu'on a pins particulièrement en vue 
dans la théorie qui nous occupe j est le volume de fluide 
écoulé par l'orifice au bout d'un tems donné. Pour le 
déterminer y observons que ce vo)^e peut être regardé 
conune égal à celui d'un prisme qui auroit l'orifice k pour 
base ; et uue hauteur Ç variable avec le tems : il s'agit donc 
de trouver Ç en fonction de /. Pour cela y on a 1/* = 2^«, 
d'où udu = gdm et udt = d^» Divisant la seconde de ces, 

équations par la troisième, on a -3- = g'. -jp. Ce qui change 

l'expression (4) en 

hdZ + kNdu = M^ (Je). 

55i. Lorsque le fluide est constamment entretenu à la 
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même hauteur dans le vase ^ K et M sont constans | et 
on sépare aisément les variables dans cette équation, dont 
l'intégrale est 

ZM= Nk ^log(A — M») + C^ j 
et comme « = o donne Ç = O; on trouve Czsz — \og.h j 
donc fifç 

A/Ç = iV^.log(i-^),d'où. = ^(i-e^^) 

e étant le nombre dont le logarithme népérien est=: i* 
Ces expressions donnent en quantités finies y la relation 
entre la hauteur Ç du prisme de fluide • écoule et la hau- 
teur « due à la vitesse à Torifice. Si on veut obtenir i en 

fonction de «• comme udt = dÇ=r en faisant 

' Aï m — h 

*=*.,ona«=^.V/(»^),d'oùrf.= -2^^.^^^; 

formule dont l'intégration rentre dans la tiiéorie des frac- 
tions rationnelles. 

Enfin \a relation entre / et Ç se trouve aisément , car on 
a <;^= udizsidi, ^{igt^) \ mettons pour « sa valeur ci-dessus, 

Nk 
et; pour faciliter l'intégration , faisons i -^e = x* , 

ce qui donne 

h ^ ^ Nk . , . ^ nNk xdx 

.= ^xSÇ=^aog(i-xO,etdÇ=-.^.--;. 

nNk dx 

Donc dtzn^^ — ; 7-T7r« • expression dont l'in- 

\/(2ghM) I _ X» *^ 

tégration n'offre aucune difficulté. Les constantes se dé- 
terminent , dans ces deux dernier^ cas , en observant que 
^ z= o donne / = o et « = o. 

552. On ne doit pas oublier qu'on a supposé , dans tout 
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ce qui rient d'être dit , que t est Torificc infëriear , qui 
est Tintersection de la surface courbe qui forme la paroi 
inténeure du vase , par un plan horisontal. S'il n'en étoit 
pas ainsi ^ il ^aroît qu'il se fomieroit un vase fictif , et qu'à 
la partie inférieure il y auroit une portion de fluide sta- 
gnant ; mais conunc la figure de ce vase est inconnue , il 
devient absolument impossible de déterminer les circons- 
tances du mouvement. 

On voit , d'après cette exposition , que l'hypothèse du 
parallélisme des tranches détermine ^ d'une manière asseL 
simple y tout ce qui est relatif à l'écoulement des fluides , 
par des orifices ITorisontaux pratiqués aux vases oui les 
renferment. Cette théorie s'applique aussi au mouvement 
des fluides dans de longs tujaux inclinés ^ quelles que 
soient leurs sinuosités , pourvu que leur courbure ne varie 
pas brnsquement d'un point à l'autre } car l'hjrpothèse sur 
laquelle est fondée toute notre théorie repose sur la con- 
dition spéciale que le fluide a une élévation convenable 
au-dçssus de l'orifice y et que la loi de continuité a lien 
dans les parois ^ afin que la surface du fluide puisse être 
regardée comme horisontale pendant que l'écoulement a 
lieu. 

n. De récoulement par de petits orifices : Clepsydres. 

555. Si l'orifice k par lequel le fluide s'écoule est très-* 
petit en comparaison d'une section quelconque du vase 
par un plan horisontal , les quantités que k multiplie pour- 
ront être négligées : il est vrai que ces termes ne peuvent 
être regardés comme nuls que lorsque l'orifice est infini- 
ment petit; mais il est évident que le résultat auquel on 
par>'iendra pourra être regardé comme sensiblement exact. 
Si donc on applique cette considération à l'équation (r), 
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les ternies relatifs à la forme du vase disparoissent j et 
elle se réduit à « j= A : d'où il suit , à causç de u^ ^ ^gêt^ 
que lorsque un fluide incompressible et pesant s^ écoule ^ 
^ un vase par un orifice infiniment petit , il a, à sa sortie 
du vase , une vitesse -égale à celle qui est due à la hau^ 
teur de la surface supérieure du fluide , au^ssus de 
Vorifice, Cette conséquence est vraie indépendamment de 
la figure du vase ; même lorsque h n'est pas une section 
de la surface , et aussi lorsque le vase se vide sans rece- 
voir de nouvelle eau. 

554* Il résulte de là des conséquences remarquables. 

L On a 1/ = \/(2^/r) y or gh est le poids d'un prisme 
de fluide qui a Tunité pour base et h pour hauteur , U 
densité étant = i ) ainsi ^ est la pression ^ rajyportée à 
l'unité de surface^ qui s'exerceroit à l'orifioe supposé boiip 
ché ; et cette pression est la seule cause productrice de la 
vitesse u y puisque c'est le seul élément susceptible de mo* 
dification. Or toutes les fois que la hauteur h de la surface 
supérieure d'un fluide pesant^ au-dessus d'une surface in* 
finimcnt petite y reste la même ; la pression de cette surface 
est aussi la même y quelle que soit son inclinaison (277) 
donc y puisque cette pression est la seule cause productrice 
de la vitesse d'un fluide jaillissant par un orifice infini» 
ment petit y l'effet prodm't y ou la vitesse y sera la même 
lorsque la cause sera la même. Ainsi ^{i^t) sera la vi- 
tesse du fluide jailLssant par un orifice infiniment petit 
sous une hauteur h j quelle que soit l'inclinaison de cet 
orifice. 

II. Les circonstances du mouvement du fluide à la «ortie 
du vase peuvent donc être déterminées d'après ce qu'on . 
a dit page 191 ^ puisqu'il n'est question que de consi'« 
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dcrer le mouvement d'un corps lancé dans une directiom 
déterminée ^ et avec une vitesse connue. 

III. Si donc un fluide s'écoule dans le vide par un 
orifice vertical , chacune des molécules décrira une bran- 
che de parabole à partir du sommet j l'axe de cette 
courbe sera vertical x son équation se déduira de {h') 

page 195 ; en y faisant é = o , elle sera ^ = — --t" > 

/i étant la hauteur du fluide dans le vase au-dessus de 
l'orificr 

IV. On sait (1^7, V.) qu'un mobile animé de haut en 
bas' d'une vitesse due à une certaine hauteur doit remon- 
ter a la même hauteur t ainsi un fluide jaillissant vertica" 
lement de bas en haut par un petit orifice , doit remonter 
à. la même hauteur à laquelle la surface du fluide est 
élevée dans le réservoir : on fait ici abstraction de la ré- 
sistance de l'air. 

555. De ce que la vitesse d'un fluide qui s'écoule par 
un orifice infiniment petit , est 1/ = \/{2.gli) ^ h étant la 
hauteur du fluide au-dessus de l'orifice y il s'ensuit que si 
le fluide est entretenu dans le vase à la même hauteur j 
por une quantité d'eau affluente égale à celle qui s'écoule , 
il sortira dans chaque unité de tenis un prisme de fluide 
d'un volume = k^{igh). Ainsi le volume Q qui s'écou- 
lera pendant un tems donné / ^ sera it\/{9.gh) y et on aura 

Q = ht\/{^gh) (4.). 

Nous ferons observer que cette équation renferme quatre 
quantités ^ Q y k y t et h ^ et qu'elle pourra servir à déter- 
miner l'une d'elles d'après la connoissance des trois au^- 
tr'es) ainsi de ces quatre choses la grandeur de l'orifice^ 
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le tems de récoulement ; la hauteur du fluide au-dessus de 
l'orifice > et le volume écoulé y trois étant données j on 
pourra toujours trouver l'autre ^ on aura pour cela les 
écniations 

Par exemple ^ si le vase est un prisme vertical (percé à 
son fonds par un orifice très-petit ) dont la section hori- 
sontale soit K y Kh est le volume du fluide qu'il contient. 
Si donc on fait Q = Kh dans la seconde de ees fommles, 
on aura le tems (pie le vase^ entretenu constammentplein, 
emploiera à la dépense d'un volume d'eau égal Kh , 
c'est-àrdire , égal à celui qu'il contient \ ce tems sera 

Il suit aussi de l'équation {^) que lorsque deux vases 
sont entretenus constamment pleins, les quantités de li- 
queur qui s'écoulent dans le même, tems sont entr'elles 
comme les produits des orifices par les racines quarrées des 
hauteurs. Car on aura pour le second vase Q^ = i^^V^(2^'), 
en marquant d'un trait les lettres qni se rapportent à ce 

., » 1 t ;. Q V^ *. . 

vase » il resuite de la ■ > = ,, .,, . Ainsi connois- 

Çr k'\/h' 

sant par expérience ce qui est relatif à l'un des écoule- 

mens , on pourra déterminer ce qui a rapport à l'autre. 

556. Lorsque l'eau n'est pas constamment entretenue à 
la même hauteur dans le vase y c'est-à-dire lorsque celle 
qui s'écoule n'est pas remplacée par de nouvelle eau , la 
vitesse à l'orifice diminue graduellement à mesure que le 
fluide s'abaisse dans le vase. L'eau jaillit donc avec une 
force de moins en moins grande ; et Tamplitude du jet 
diminue sans cesse. 

Si donc/C désigne l'aire de la section du vase par un plan 
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passant parla surface supérieure du fluide au bout du lemi i^ 
z la hauteur dont pendant ce tenis le fluide, s'est abaissé , 
et h la hauteur du fluide au^essus de ToriAce au conunen* 
cément du teins ; // — ^ sera celle hauteur au bout du 
tems / ; et on aura pour la vitesse à Torifice ^[p^g{h — z)], 

y Celle vitesse varie d'un instant à l'antre, mais on peut la 

regarder comme constante pendant le tems dt j en raison- 
nant comme ci-dessus , on voit que dans le tems dt il 
s'écoulera un prisme de fluide qui aura Torifice k pour base 
*' \/[^é^^' — *)] pour hauteur. Ainsi le volume du fluide 
ëcoul^ pendant l'instant dt est kdl\/[p.g{h — ç)"]. Mais 

I ' pendant ce tems la surface supérieure du fluide s'est 

abaissée de d!; ^ et le vase a pei^du lin cylindre de fluide 
ayant dz pour hauteur et K pour base , cylindre dont le 
volume est par conséquent Kdz ; en égalant ces deux 
valeurs ^ on en conclut 

- Kdz 

Conune l'aire K doit être donnée en fonction de z^ par 
la forme du vase , le second membre de cette équation ne 
contient que la variable z ^ et il sera très«aisé de con- 
noître ^ par une intégration j les abaissemens successifs 
dn fluide dans un vase de forme connue. 

357» Appliquons cette théorie à quelques exemples. 

I. Si le vase est un prisme ou un cylindre vertical ^ 
l'aire K est constante ^ puisque , à quelque hauteur qu'on 
fasse une section horisontale dans le vase , on obtient tou- 
jours le cercle générateur du cylindre ou la section hori* 
^ f onlale du prisme. Ainsi on a 

K p dz 2a: ,„ ^ , ^ 
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Lorscpie 1c tems / est nul , rabaissement z de la surface 
supérieure du fluide est nul i ainsi on a on même tems 
z^=oct/ = o^ cette condition détermine la constante C ^ 
et donne pour le tems de rëcoulement d'une hauteur z de 
fluide 

On peut trouver aisément le tems de l'écoiJement 
total ; il ne s'agit pour cela (juc de faire « = ^ , et on a 

i zsz-r • 1/ • Ce tems est évidemment double A celui 

qui a éié trouve (555) pour le cas oii le rase reste constam» 
ment plein. 

II. S'il s'agissoit en général d'un solide de révolution , 
dont Taxe fut vertical p K seroit l'aire d'un cercle qui ai>« 
roit pour rayon l'ordonnée jr de la courbe génératrice j 
ou auroit donc K = %j* , et l'équation (^) donneroit 






Il faudroit mellre pour j' sa valeur déduite, en fonction 
de « , de r(H|iiation de la courbe génératrice , et intégrer j 
en coniplcttant riiik'grale de manière à avoir en même 
tems /smo; et 2=0^ on auroit par là / en fonction de z. 

III. Supposons par exemple que la paroi intérieure du pis. 147. 
vase est une surface courbe , engendrée par la révolution 
d'une parabole APD y autour de l'axe vertical AC. Soit 
ffC la surface supérieure du fluide quand le tems est nul , 
et faisons AC 7= h : l'équation est j" = px , p étant le 
paramètre y quand l'origine est en ^ , i>oint où on suppose 
l'oriiice^ donc en transportant l'origine en Cy l'équation 
Cftt j^* = /? (^ — ^)^ et en substituant on a 

52 
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VA* La û^nfTJt ifx tkxs Tenons d'erpcKcr peut senrir 
â inar«|'i.<r kit U» laroit <ie» va$« <1» «iiribon.* propre» a 
metta^çr 1« tcaii «npîor*:* ciai r*<:/>ul^ïr*tnt par î*» éifft' 
rea» aLai%i«siiciu dxi Ûmdt* On Doaune an pareil rri jésne , 
Horloj^ deau ou Clfrpirdrt. Gts Uiacrines occupent une 
placie înt^reiiant« dans l'histoire dts (ci^nc^s et des arts . par 
l'aube 'pi'en ont fait les ancî^ni pecpïes pour la csesore 
dn t^nxf. On en attribue l'invention à Sdpion Xasica , qin 
▼iroit environ 200 an» avant JésusUZhrist ; mais il est 
▼raîfernblable qu'il en a seulement fait connoître Tusa^ à 
Rorrie : et que le» E^ptiens j qui s'en serroient pour me- 
surer le cours du soleil j les connoissoient à one époque 
fort ant'rrieure. XJusz^^Ats horloges a pendules isochrones 
tenoit à des notions qui eiigeoient Je concours des d^ 
couverte* faites postérieurement dans les sciences et les arts. 

La mani«:re dont les anciens ont tiré parti de Técoule^ 
ment de l'eau pour sous^liviser la durée des années et des 
jours est souvent très-ingénieuse. L^ idées de l'eau qm 
s^écoule y et du tenis qui fuit ^ offrent par leur rapproche- 
ment des images agréables y et des comparaisons , que la 
philosophie et la poésie ne pou voient manquer de saisir. 
La cleffsjdre de Ciesihius oHîre un exemple intéressant de 
la plus ingénieuse imagination. On ne peut se refuser à 
une secrctte et douce mélancolie en voyant Teau s'échap- 
per , en forme de pleurs ^ des yeux d'une figure qui semble 
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payer ce tribut de regrets aux instans qui s'échappent* 
Cel^cau se rend 4%°* ^^ réser^'oir vertical , où elle élève 
une autre figure qui -tient une baguette au moyen de la- 
quelle ; et de son ascension graduelle y elle indique *lei 
heures sur une colonne. Le même fluide f ert ensuite de 
moteur dans l'intérieur du piédestal à un mécanisme qui 
fait faire à la colonne une révolution autour de son axe , 
dans un an ^ de telle sorte que le mois et le jour où l'on 
est se trouvent toujours sous l'index y dont l'extrémité 
parcourt une verticale divisée convenablenient* 

559. Il est évident que tout vase peut servir à former 
uneclepsydre; mais la manière la plus commode seroit de se 
servir d'un vase, dont la forme fut telle que des portions égales 
de tems fussent mesurées par des divisions égales de l'axe 
vertical du vase. Si donc on veut que le fluide s'abaisse 
d'une grandeur donnée a dans chaque unité de tems j 

comme — représente l'abaissement du fluide dans cette 

dz 
unité , il suffira de faire -^t =^ <» j ce qui donnera pour 

l'équatipn [m) 

Le rapport entre /C et z est d'ailleurs arbitraire , c'est-à- 
dire y qu'on peut disposer de l'aire K répondant à l'abais- 
sement z* Supposons donc ^ comme cela est convenable ^ 
que le vase est symétrique par rapport à l'axe vertical 
des z y on pourra prendre pour K une fonction arbi« 
traire f{j^ d'une ordonnée horîsontale , et l'équation 
af{j) = ^V/[2^^ — -?)] sera celle du profil vertical de 
la clepsydre. 

On pourroit ^ si on jugeoit à propos ^ prendre pour les 
abaissemens du fluide pendant des tems successifs égaux 
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«ne fonction du tenu ^ il faudrait alors faire dans Téqua- 

. dz 

tion (^) , — = f (0 ; niais ce seroit une généralité inu- 
tile pour la pratique. 

Si on snp[K>sc qoe Ton veut construire le rasé de ma- 
nière à obtenir des parallélo grammes pour les sections' ho- 
risontales ^ en nonmiant p Tun des c6tés et jr Tautre y il 
faudra faire K ^s py^ y et substituer dans réqualion pré- 
cédente ; on aura 

qui appartient à la parabole ) ainsi le profil vertical du vase 
sera une parabole dont le sommet est en bas à l'orifice. 

De même si on veut que les sections K soient des cer- 
cles y d faudra prendre K = vj'^ f ce qui donnera pour 
l'équation du profil vertical de la clepsydre 



^-4 = .^(A-.)(AJ; 



S4o. n ja quelques corrections à faire aux développv- 
niens qui viennent d'être donnés. Dans l'état physique 
des choses lorsque la surface du fluide approche de l'ori- 
fice y il se forme au-dessus de cet orifice une espèce d'en- 
tonnoir dans lequel l'air s'introduit^ ce qui empêche en 
partie le fluide de sortir et change la nature de l'écoulé^ 
ment. Ce que nous venons de dire n'a donc lien que jus- 
qu'au moment où l'entonnoir commence à se former 5 et 
cela arrive y pour l'ordinaire y lorsque la surface du fluide 
est à un décimètre de l'orifice. 

De plus on a reconnu y par expérience y que lorsqu'un 
fluide incompressible Réchappe d'un vase i)ar tme ouver- 
ture y que je supposerai circulaire ; le jet n'avoit pas une 
fonue cylindrique et diminuoit progressivement de dia- 
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mètre depuis rorilice jusqu'à une certaine distance ^ peu 
difÏLTentc , dans beaucoup de cas , du denii-dianiètre de 
cet orifice. Ainsi le jet affecte , dans cet- intervalle , la 
forme d*iin cône tronqué dont la grande base est rorificct 
même. Or ^ pour évaluer la dépense y il faut à cet orifice 
substituer la petite base du cône tronqué qui renfegiiQ 
tous les filets fluides jaillissans hors du vase ^ lorsqu'on 
connoît ou la vitesse connnune ou la vitesse moyenne de 
ces filets. La diminution du diamètre du jet , depuis l'ori-t 
fice jusqu'à une certaine distance de cet orifice , est ce 
qu'on a appelé la contraction de la veine fluide. 

L'expérience a appris que y lorsque l'eau s'écouloit d'Un: 
vase par un petit orifice percé dans une mincQ paroi , la 
dépense effective étoit à-peu-près 0,62 de la dépense théo- 
rique calculée par la formule du u^. 555. Ce déchet est 
occasionné par la contraction de la veine fluide^ et il de- 
meure le même lorsqu'on adapte à l'orifice un ajutage 
dont la longueur est égale à la distance de cet orifice à 
la section de la plus grande contraction j et dont la paroi 
intérieure a la forme conoïde affectée dans cet intervalle 
par le fluide. Mais si à la suite de cet ajutage on place 
un tuyau cyliiulri<|uc d'un diamètre égal à celui de l'ori- 
fice ^ supposé circulaire y ou un tuyau conique y ou enfin 
un tuyau en partie cylindrique et en partie coni({ue , les 
longueurs et Tévascment n'excédant pas certaines limites , 
la dépense dans un tems donné augmente , et peut excé- 
der le double de celle qui se fait par une mince paroi. 
Celte augmentation de dépense varie avec les proportions 
des ajutages qui comportent un maximum et un mini'- 
mum; cependant les connoissances sur cette matière ne 
sont pas assez, avancées y pour établir ces proportions et 
la forme rigoureuse des ajutages^ d'après des règles sus- 
ceptibles d'être mises en formule. 



\ 
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Enfin la difTërence entre la dëpen^e par un orifice perofi 
dans \ine mince paroi , et celle par un tuyau additionnel , 
n'a pas lieii dans le vide. On voit, par ces divers phéuo-» 
mènes , que le poids de l'atmosphère a une influence totale 
ou presque totale sur l'excès de produit des tuyaux addim 
tidHnels. Consultez, le Mémoire de Prony , sur le jau'^ 
^eage des eaux courantes. 

Wous terminerons ici cette exposition bien imparfaite 
sans doute j mais qu'il ne nous appartient pas de traiter 
^lus en détail. Ce ser-oit sortir de notre sujet que de parler 
de ce que Venturi , habile physicien de Modènc , a appelé 
la communication latérale du mouvement di^us les fluidest 



F m de pHydro^Xnamiqu^, 



NOTES 

SUR QUELQUES THÉORIES IMPORTANTES. 
I. Composition dûS forces. 



Xja plupart des auteurs <]ui ont écrit sur la Statique, 
ont commence par traiter les forces parallèles ) ensuite ili 
en ont déduit le parallélogramme des forces. On peut con- 
sulter notre préface pour connoitrc les motifs qui nous ont dé- 
tenuinésànepas suivre cette marclie : on y verra (]u*ellc au* 
roit été moins méthodique que celle que nous avons suivie , 
et dissemblable en ce point avec celle de l'ouvrage -eîitier. 
Mais cette dernière offre dans renseignement des incon- 
véniens y et on ne peut se dissinmler que Tautre a du 
moins l'avantage d'être beaucoup plus courte ; et par con- 
séfjuent précieuse pour les examens. C'est dans ce but que 
je vais ici donner une démonstration de la composition 
de deux forces en suivant ces principes : depuis plusieurs 
années je m'en suis servi avec avantage pour l'instruc- 
tion de jeunes gens que j'ai formés pour l'Ecole j)oljrtech- 
nique ^ et c'est même dans cette intention que je l'ai con« 
signée dans la précédente édition n**. 5i et 5?.. Je vais 
donner en outre l'ordre à suivre pour incorjwrer cette 
démonstration dans l'ouvrage ^ et la lier au reste de la 
Stati(|ue sans qu'il en résulte de lacune. 

On prendra d'abord le texte de l'ouvrage jusqu'au pa- 
rallélogramme des forces, page g : en passant, si Ton 
veut , les II***. i5 et i/|. Après on prendra les déiuonstra- 
tious suivantes. 
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1**. Composition de deux forces parallèles, 

FIg. i8. Soient p e\q «Iciix forces parallèles applirîTi^jcs aux exlrc- 
mités E et F de Ja ligne EF ^ avec laquelle leurs direc- 
tions font d'ailleurs un an^^le quelconque} je dis que leur 
résiillaîite R est éf^ale à leur somme , leur est purullvU , 
et que le point O iCapplicaiion divise lu droite LF en 
parties réciproquement proportionnelles aux composant 
tes : c'est-i-dire qu'on a 

^^^=P + q f ^[p yc EO=^q X OF ou — = 77ir' 

En effet ajoutons au système deux autres forces p' et q' 
cpielconques égales et opposées î comme elles se détruisent, 
il est clair que tout est dans le niénie état qu'avant. Or 
les deux forces p dp* ont une résultante P , dont la di- 
rection EP et la grandeur sont inconnues j mais qui pour* 
t'int est visiblement dirigée dans l'angle p'Ef i de même q 
et q' équivalent aussi à une force inconnue Q y dirigée 
suivant FQ* Ainsi les quatre forces p y p' ) q et </' , équi- 
valent à P et Q , dont il s'agit de trouver la résultante , 
et dont les directions prolongées doivent nécessairement 
concourir en A. Supposons ces forces appli(piées en ce 
point , par lequel nous menons BC parallcle à EF ei AR 
parallèle à pE. Décomposons la force P en deux autres 
dirigées suivant AB et AO, Il est clair que les circons- 
tances de cette décomposition sont ^ en sens inverse , les 
mêmes que celles de la composition de p et p' appliquées 
ti\ E : on aura donc suivant AB une force égale sl p' y 
et suivant AO une force égale 'dp y pour les composantes 
de P, Pareillement on décomposera la force Q en deux 
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autres , Tune suivant AC et égale à q' \ l'autre suivant AO 
et égale à ^. Les deux puissances dirigées suivant AB- et 
AC étant égales et opposées , se détruisent : les deux au- 
tres au contraire^ dirigées suivant AO ^ équivalent à unt 
seule égale à leur somme : donc la résultante cherchée R 
est appliquée en un point O entre E ei F , est parallèle 
aux composantes et égale à leur sonmie. 

Il s'agit maintenant de déterminer la position du point O: 
supposons d'abord tes forces p tt q égales entr'elles et kp^ 
et 9') il s!eu&uit qu'alors la force F divise (12) en deux 
parties égaks l'angle p'Ep» Ainsi le triangle AEQ est 
isocèle ; car les angles en ^ et £ sont égaux ; donc 
AO z=r EO.. On proaveroit de même que ^O = OF* 
Ainsi lorsque p ==; 9 , le point O est au milieu de la 
ligne EF. 

On conclut de là que réciproquement on peut substi- 
tuer à la force R deux autres forces p oXq égales entr'ellcs 
et parallèles^ pourvu qu'on ait EOtsz OF ,€iRz=zp -^q. 
De même aussi on peut décomposer celles-ci en d^autres ; 
d'oii il suit quV>n peut substituer à une force A tant d'^autres 
forces égales etparallèles pjtfyVjS, ..• qu^on voudra^ pourvu 
qu'on ait/{ = p + 7^+r-4-*... et que leurs points 
d'application soient deux à deux à égale distance de celui 
de la force A. 

Cherchons maintenant le point d'application de deuxiig/ ,j, 
forces parallèles inégales P et Q ^ et supposons d'abord ces 
forces commensurables , c'est-à-dire , quNine certaine 
force « soit contenue dans P et Q des nombres de fois 
entiers m et n ^ ou qu'on ait 

P = m« et Ç = n«* 

Partageons la droite EG wà point K en parties dans le 

55 
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1 , » » 1. 11 1 . EK. fit 

rapport de m a n^ c est-a-dire, lelles qu on ait ^ = — ^ 

et prolongeons-la de part et d'autre , de AE = EK et 

GB z= KG. Partageons AK en m , et BK en n 

parties égales : il se trouvera par là que la droite AB 

aura été divisée en m + '^ parties é^les ^ car on a 

2EK AK m AK BK . ^ .. • 

-PTT u -^^ = — , ou = } ce qui fait voir 

nKG BK n ^ m n * 

que la m*, partie de AK est égale à la n". de BK. 

Cela posé ^ appliquons à chacun des m — i points de 
division de AK une force = « , puis en ^ et X une 
force = ^ « : elles équivaudront visiblement à la puis- 
sance P. Décomposons de même Q en n «— i forces = «, 
appliquées aux points de division de KB y et deux autres 
forces = "5 « appliquées en K et B. Par là P et Ç seront 
remplacés par m + ti — i forces « appliquées aux points 
de division de AB , et deux forces = i « appliquées en 
A et B. La résultante de toutes ces forces , qui est celle 
de P et Qy leur sera parallèle et sera égale à leur somme , 
ce qui confirme ce qu'on a déjà vu : mais de plus elle 
passera par le point F milieu de AB. Or A F =zEG puis- 
que ces deux longueurs sont la moitié de AB : soustrayant 
d'un membre AE et de l'autre son égal EK ', il reste 
EFz=z KG : en ôtant de part et d'autre FK y on a donc 
aussi EK = FG 3 ce qui change la formule 

EK j_m_P^ FG _P 

KG— n" Q'^"" EF — Q' 

Ti^' 19* Démontrons que la même proposition a lieu lorsque les 
forces P et Q sont incommensurables : alors si on sup- 
pose que P contienne la force « un nombre exact de fois^ 
et que P = ma ( ce qui est toujours permis ) , on voit 
que Q n'est plus un multiple de « ^ et qu'on a Q = n«i 4* «^ • 
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en observant que comme «^ << « , on peut prendre m' aussi 
petit qu'on veut. Soit donc 

Pézm$Lj et Q = nu 4- «'. 

Cela posé , marquons sur EG un. point F j tel qu'on ait 

P FG 

— = —=, ; je dis que le point F sera sur la direction de 

leur résultante R^ Car soit ^ s'il est possible , un autre 
point K pour celui où elle est appliquée. En ne considé* 
rant que la partie /i«t 4^ la force Q ; et la composant avec 
P = m« y le point d'application / de leur résultante Bf 

, . TIt GI m, s ■ • 1 

sera tel qu on ait — =: -ttt j d'après ce qu'on vient de 

voir^ Or on observe que le point / tombe entre K e| jP# 

^ m mii P ^ GI FG 

Cari-.ona - ou — > - j donc -^ > — ; et 

comme la somme des deux termes de ces fractions est 
zz EGy on en conclut que GI ^ FG. a®, /tombe aussi 
près qu'on veut de AT ^ puisque m' est d'une petitesse ar« 
*bitraire. 

Il reste maintenant à composer la force R' avec celle m' 
qui est appliquée en G pour avoir la résultante de P et Q. 
Or il suit de ce <pil a été démontré que le point d'applica- 
tion ne peut être situé hors de G/) il étoit donc absurde 
de le supposer en JT. 

On prouveroit que la résultante A de P et Q ne peut 
être placée de l'autre côté du point i^j en représentant Q 
par nu — tt' , et raisonnant de même. Donc | etc. 



Il faut faire succéder à ces démonstrations les n^. 3i , 
5:» ^ 35 ; 54 ; 35 , 56; 37 et 38 ; puis après contiiiuer ce qui 
mit. 
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2*. Composition des forces dont ies directions forment 
un angle quelconque. 

Vl^. 148, Le premier cas qui se présente est celui où l'angle formé 
par les directions des forces est droit. Soient donc 
deux forces perpendiculaires P et Q ; soit R leur résul- 
tante inconnue. Menons à AR les perpendiculaires BC ^ 
iBt EF ( le point E étant quelconque ) et le^ parallèles Ep 
et Fq, Si on décompose la fonce P en deux autres p' et p 
agissant suivant AB et AO y de même la force Q en deux 
autres q' et q agissant suivant AC el AO : il suit de ce 
que AO est la résultante, que les forces p' et q' qui 
Agissent en sens contraire suivant k ligne BC' ^ sont égales* 
Or si on suppose les puissances P et Q appliquées en E 
et F y et qu'on les décomposé suivant Ep/ , Ep , Fq* et 
Fq f les composantes seront visiblemfent les mêmes : ainsi 
on a encore p' :=.q' ^ et la résultante R sc^a la même 
"qtle cette dess forces {>arallèles p et q. Donc le point O di- 
vise la droite en parties réciproquement proportionnelles 
â ^ et 9 : et on a 

r» . p OF 

Cela posé , observops que les <x)mposan4«s jP et Ç fon- 

luent les mêmes angles avec leur réaiitante R , que P 

forme avec p ei p' y et que Ç fait avec q* ^ ^* Oa a 

R P 
àonc (16) — = — , d'où pR = P\ 

On auroit de même • • . . qR z:z Q*, 

Ajoutant ces équations on trouve • • • • i{>= jP^-f. Qs 

Leur quotient donne -^ =s 7:r^= ^^tt;- 
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Or en nommant « l'angle OAF ^ les triangles rccUn- 
glcs AOE et AOF donnent 0£: = ^O cot « , et 
OF s= AO tang « ; on a donc 

P» _^ taii£^_ ^^^. d'où P= O tang m. 
Q» col« ^ ' X o 

Ces équations servent à déterminer la grandeur et la dip- 
rection de la résultante R. En effet si on forme un trian- 
gle rectangle AHK cjui ait pour ses côtés de l'angle droit 
AH = Ç et HK = P 5 la dernière indique cjue « est 
l'angle que Thypothénuse fera avec le côté Q. La première 
fait voir que la longueur AK de l'hypothénuse sera R. 
11 suit visiblement de là que la résultante cherchée est la 
diagonale AK du parallélogramme ALKH* 

Lorsque les forces ferment un angle quelconque y on 
prendra Taii^ticle i8, 2^. , page i5. 

Ensuite on continuera les articles 19 ^ 20 ^ 21 ••• et 
ainsi de suite y jusqu'à l'article IV j (page 26) ^fa'on omettra 
parce que les objets qui y sont traités sont déjà supposés 
connus. 

IL Equations du mouvement. 

Le calcul infinitésimal repose sur des considérations dé- 
licates ; et quoiqu'il ait l'avantage d'être plus facile à expo- 
ser et plus simple dans ses procédés , on ne peut se 
-dissimuler qu'il n'a pas la rigueur géométricpie qu'on a 
droit de désirer. Il est vrai que ce calcul est mis hors d« 
doute par la méthode des limites et par celle des seconds 
tenues que La Grange a si élégamment développée dans 
«es fonctions analj-tirjfues. Néanmoins l'usage continuel 
qu'on fait en Dynamicpie des équations du mouvement p 
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dcniontrëes (i4^) à Taidc du calcul infinitésimal^ rend 
prçsque nécessaire une démonstration plus rigoureuse et 
qui les mette dans un plus grand degré d*évideuce } c'est 
ce que nous nous proposons ici. 

Soit e =y2 l'équation du mouvement d'un point mobile 
sollicité par des forces quelconques dirigées suivant la 
'même droite : au bout des tems / et / ^ r ^ les distances 
*dc ce point à l'origine des e sont Jt etJ*(i-\- r) j la diffé^ 
rcnce entre ces deux espaces est l'espace décrit durant le 
tems r ^ qui succède au tems / : cet espace est 

/(' + r) -// = T.ft + i r^.fl + etc.. . . (i). 

En représentant par/'/^y^^, ... les coefllciens diflëren- 
tiels des divers ordres , suivant la notation de La Grange. 
.Considérons maintenant un tems r compté avant l'expira- 
tion du tems / : l'espace parcouru pendant ce second inter- 
valle^ égal au premier ; est visiblement 

ft —J{t — r) — r.fl ~ i r-.fU ^- etc. . . . (2). 

Or si les forces viennent tout-à-coup à cesser d'agir au 
bout du tems / , le mouvement devient uniforme y et le 
mobile y étant supposé avoir la vitesse inconnue v ^ doit dé- 
crire y durant le tems r qui succède au tems / ^ l'espace Fr. 
Supposons que le mouvement varié dont il s'agit étoit accé- 
léré durant les deux tems r que nous venons de consi- 
flérer ; il est clair (148) que , quelque courte que soit leur du- 
rée , vt devra être plus petit que la valeur (i) et plus 
grand que celle (2). Le contraire auroit lieu si le mouve- 
ment étoit retardé. Ainsi vr est compris entre ces deux 
développcraens^ pourvu qu'on attribue à r une valeur assez 
petite pour «que le mouvement soit continuellement accé- 
léré ou retardé, durant ce tems y ce qui est toujours pos« 
sibU, Il résiste de Ik que r e^t toujours compris entre 
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/' + ï 'fj^^ + etc. et/'/ — \ T.pt+ etc. 

Mais plus r est petit plus ces deux développemens dppro* 
chent de la valeur de leur premier terme ft ; sans toutefois 
cesser de comprendre entr'eux la valeur de v } donc on a 
V -=1 fu Ce qui est conforme à ce qu'on a vu (i49)* 

Cette démonstration devient réellement indispensable 
lorsqu'on considère que l'ignorance absolue où nous 
sommes de la manière dont lés forces continues agissent j 
ne nous permet pas de supposer en toute rigueur ^ ainsi 
que nous l'avions fait (14B) y que leurs actions succès** 
sives sont séparées entr'elles par des intervalles de tems 
très-courts et égaux. Or ce qui vient d'être démontré , lé- 
gitime cette hypothèse ; en tant qu'on n'a égard qu'au 
résultat de calcul auquel elle conduit. 

Faisons pour la force accélératrice un raisonnement ana- 
logue. Soit V = /^r la valeur de la vitesse au bout du 
tems /, d'un mobile animé d'un mouvement varié quel- 
conque. Si on conçoit , comme ci-dessus ; deux tems égaux 
représentés par r ^ dont l'un expire avec le tems / ^ et 
dont l'autre succède à ce tems \ il est aisé de voir qu'au 
commencement du premier la vitesse sera F{t'^r)j et 
que pendant cet intervalle ^ elle recevra l'accroissement 

F/ — F(/ — t) = r.F'i — \ r^.F^i + e'tc.. . . (i). 

Pareillement la vitesse acquise pendant le second tems t 
sera 

F(/ + t)— F/=r.F'^+ ir*./^/ + etc.... (2). 

Or si la force cesse de varier au bout du tems / , Tac^ 
croissement de vitesse pendant le tems r qui suit sera ^r , 
f désignant la force accélératrice constante qui aura lieu 
alors ; et dont on cherche la valeur : cela résulte de ce 
qu'on a dit (i5i). Or il «st clair que f/ sera plus grand 
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que la valeur (i) et plus petit que celle (2), si dans le 
double intervalle «jue nous venons de coilsidérer , le mou^ 
venient est continuellement accéléré j tandis que s'il est 
retardé, le contraire aura lieu. Donc^r est compris entre ces 
deux développemens , pourvu qu'on prenne t sufHsanmient 
petit 'j ce qui est toujours possible. Donc ç est compris 
entre 

-Pf— -1 r.F^U -hetc.j etF'l+l r.F'U + etc. 

Or plus T est petit plus ces deux développemens appro- 
chent de la valeur de leur premier terme F* t'y sans que 
néanmoins ^ ceçse d'être compris ealr'eux : doncf = Pt\ 
résultat qu'il s^agissoit d'obtenir. 

III. Sur quelques valeurs numériques employées en 
Mécanique. 

On fait fréquemment usage , dans les problèmes de Mé- 
canique y des valeurs numériques de certaines constantes \ 
nous allons les réunir ici avec le plus grand degré d'appro- 
ximation. Nous désignerons par le signe log. y ainsi qu'on 
Ta fait précédemment , les logarithmes hyperboliques , 
que Lacroix a nommés avec plus de raison logarithmes 
Népériens ;. et par L les logarithmes des tables ordinaires y 
qu'on nomme aussi logarithmes de Briggs y et dans les- 
quels la base*est 10. 

1**. Le nombre qui est la base des logarithmes népériens 
est 

«=2,71828 18284 59045 25556. 

Comme les formules ordinairement employées en algèbre 
renferment les logarithmes népériens , parce qu'ils sont 
d'un usage plus commode dans le calcul intégral} et 



Valeurs humkiiiqitbs. 4^^ 

comme il n'j a que des tables pea étendues construites 
pour ce système y on doit se rappeler que pour convertir 
Jes logarithmes hyperboliques en logarithmes tabulaires , 
il suffit de multipher ceux4à ( G>mpl. d'alg. de Lacroix, 
n\ ga) par 

Af = Z^ = 0,45429 44819 oîaSi 827651 iiaSg. 

C'est ce nombre qu'on nomme le Module / et on a 

LM= 0,6577845115 — I. 

Ainsi lorsqu'une formule contient log.a; pour employer 
les tables de Briggs , il faut la préparer et remplacer log.a 

par — ' ^* = -jy. De même aussi lorsqu'on veut ra- 
mener les logarithmes de Briggs aux logarithmes népériens, 
il fant multiplier les premiers par 

/=2,5o258 50929 94045 68401 79914* 

, _ f»La loff.a -. ,, ^ 

de sorte que La =''— ^ 1= ^ . On a d ailleurs 

Z/= o,5o22ï56886. 

^\ On a pour le rapport du diamètre è la ciroonf^ 
rence ou la demi-circonférence du cercle qui a Tuiiilé 
pour rayon 

» = 5,i4i59 26555 89795 25846 26455 85279, 

IrX =0,49714 98726 941^5 85455 127, 

log)r= i;i447^ 98858 49400 17414 54a* 

5**. En désignant par g la p&AvxTi , et par r la lo»^ 
gueur du pbndvlx simple qui , à Paris | bat les secondes 
dans le vide , on a 
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g = 9",Bo879 5a48 % Dans l'ancienne division 

/^= o ^99161 5(>69o I du tems , oii la seconde est 

r = o",99585 87446 ? la 8G400-. partie du jour 
Lr = o ,997^1 59?.56 — i) mo^en. 
, ( Vojrez le Mémoire de Prony , sur le jeaugeage des eauic 
courantes , page 65 )• 

f _^ 'fti"/r^« I ^^^^ 1* nouvelle division du 

^ ' \^,^ > tenis , où la seconde est la 

r=o~,74i887 - ( ' .• 1 • 

'' ^^' I looooo*. partie du jour moyen. 

Zr==o ,6705578— i; ^ J '^ 

(Exposition du système du monde ^ page i46)< 

• IV. Sur la Résistance de VAir. 

Nous avons dit (5o) que dans le vide Tor et la plume la 
plus légère mettent le même tems à descendre de hauteurs 
égales en vertu de la gravite ) et que la résistance de Pair 
ëtoit la cause qui empéchoit les choses de se passer ainsi. 
Il est facile de concevoir pourquoi les corps qui ont plus 
de masse tombent avec plus de rapidité que les autres. 
Sapposons y par exemple y deux balles de même diamètre y 
Tune de plomb y l'autre de liège y qui commencent à tom« 
ber en même tems ; ces deux balles présentant àts sur- 
faces égales à la résistance de Tair y on aura ainsi deux 
résistances égales y que je représenterai par « , et qui sont 
appliquées à des corps animés de la même vitesse initiale. ' 
Cette vitesse étant désignée par F y on aura MF pour la 
quantité de mouvèm'etkt de la balle de plomb , et M' F 
pour celle de liège 1 M et, M' sont les masses respectives 
de ces balles. On voit que la résistance de Tair diminuera, 
ces forces de la quantité « } de sorte quelles deviendront 
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MV^^ m et M' y — «. £a divisant (217) ces quantités 

de mouvement par les masses sur lesquelles elles agissent y 
iLf y 
a f = 5- — z^ F î> pour la vitesse de la balle 



on 



de plomb : de même f^ = f^— rr^ est celle de la balle 

de liége j d'où il suit que l'on a «^ < f , puisque M' < Af. 
Le phénomène de la résistance de l'air se répétant à chaque 
instant j à chaque instant aussi la vitesse des corps dont 
la masse est la plus grande se trouvera moins diminuée : 
d'oii on voit enfin qu'ils auront une chute plus rapide. 

Il est aisé de se rendre raison des causes qui rendent la 
résistance des fluides sensiblement proportionnelle au 
quarré de la vitesse. En effet cette résistance ne provient 
que de l'inertie des fluides (219 , 2*.) , qui ne peuvent 
céder à l'impulsion des corps qui s'y meuvent et se dé- 
placer pour leur ouvrir un passage sans détruire une partie 
de leur vitesse : de là vient que plus un fluide a de den- 
sité y plus sa résistance est grande. Soit A une surface 
plane exposée au choc direct d'un fluide y ou mue elle- 
même dans ce fluide suivant une direction perpendiculaire 
avec la vitesse v. Elle parcourra l'espace v^/ dans l'instant 
dt y et par consécpient aura déplacé un volume Aydt de 
fluide. Soit donc appelé D la densité de ce fluide y nous 
aurons ADvdt pour exprimer la masse qui aura été mise 
^n mouvement dans l'iastant dt y et qui aura par conséquent 
reçu la quantité de mouvement ADv^dt : or on sait que par là 
l'impulsion produit (a 19 y 2**.) dans le fluide une résis- 
tance égale à la quantité de mouvement conununiqucl Soit 
donc M la niasse du corps qui présente la surface^ au choc 
direct du fluide y dv la diminution instantanée dé vitesse cau- 
sée par la résistance du fluide y on a Mdv =? ADv*dt*y 



42^8 Notes. 

d'où on voit que la force que cette rësistanct oppose est 
d9 AD 
di M ^ 

Lorsque la surface A se présente obliquement au choc 
du fluide ^ la résistance j qui est toujours perpendiculaire à 
cette' surface ^ n'est plus mesurée par cette valeur : on dé- 
.compose la vitesse obliqtie v en deux autres ; Tune nor^ 
maie à la surface , et Tautre dirigée dans le sens de celle 
surface. La dernière ne produit aucune résistance; l'autre 
a pour valeur f^ sin « , « étant l'angle que forme la di^ 
recdon de la vitesse avec celle de la surface. On remplace 
donc V par v sin « dans la valeur précédente ; ce qui 
donne pour la résistance DAv* sin* «. 

Lorsqu'on considère le mouveraent dans un fluide élas- 
tique , il faut doubler ces valeurs de la résistance } car u' , 
n®. 225 , est double de v (c* , ai8>. 

Ramenons la première de ces valeurs à des mesures 

connues. Soit /rla hauteur due à la vitesse f > onaf^t=:2gAy 

i^ADeh 
où /l = — IÇr' OtaAh est le volume d'un prisme qui a 

A pour base et 2h pour hauteur ; 2DAh est donc la masse 
d'un piîsme de fluide qui a la surface pressée pour base et 
pour hauteur le double de celle qui est due à la vitesse 9 i 

p 

itDAgh est le poids P de ce prisme j de sorte que R = -jj. 

Les auteurs qui ont traité de la résistance des fluides ne 
s'accordent éntr'eux que sur la proportionnalité au quarré 
des vitesses : mais ils diffèrent sur la valeur absolue de 
cette résistance. Nev^on reconnut que la résistance né 
devoit éti-e que la moitié de ce que donne l'e^pressioh 
précédente j il a trouvé ( Principes de math. , livre 1 1 , 
scct. VII) 
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D* est la densité d'un globe qui est mu dans le fluide j * 
a est le diamètre de ce globe. Ce^te yalcur est assez, d^ae^ 
cord avec celle que Texpérience donne ^ dans le cas oii les 
vitesses ne sont pas très*considérables 2 mais lorsqu'il s'agit 
des globes métalliques lancés par les bouches à feu, il fintt 
substituer 0^4^ à | dans la formule précédente : c'est dà 
moins ce que l'expérience paroit confirmer. La théorie pré- 
cédente n'est pas d'accord avec l>xpérience } cela tient k 
la nature même des fluides qui ne nous est pas conntie^ 
ce qui rend les circonstances du choc différentes d& ce 
que nous les avons supposées* Il fuit de cela qi^e si if 
corps que nous avons considéré en . n[i(mvenient (162 et 
175} est une sphère , dont le diamètre seroit a , 

5 D 
û fmX rçniplacer les coefficiesa ut et ^ ^ , pt» _.._.-. 

o Ira 

0upar{O|4^}x -gfr*' ^YC^At que le çiouvement est lent 

ou tres-raptde : -jr- .e$t le rapport entre les pesanteurs ipé* 
cifiqnes da mobile et du fluide. 



Y. Cordes vibranU^s. 

Le problème que nous allons traiter a lait le sujet ééi 
recherches des plus profonds ai^aljstes ; Euler , La Grange; 
d'Alembert j et D. Bemonlli l'ont traité tonr4*tour , et 
lenrs écrits ne laissent rien à désirer sur cette matière. — 
Voici en quoi consiste ce problème. 

Une corde AB éiani tendue tt fixée en ses deux ebttré- Fîg. j^. 
mués p si on la contraint de jH^enik^ une forme t/uei^ 
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accélératrice (iSi) est ^^y ou j^atAt •-- \'-^\ > F"* ï* 
même raison que ci-dessus ; donc en faisant y pour aim^ 
|4ifier , la constante -—- =j: b^, on obtient 

Cette équation aux difTé^eBcê^ partielles y est edle du 
iHonvenient-d'un point quelconque de la corde. Poui i'int^ 
grer observons que comme jrz=Jlx , /) on a 4i^:itzpdx'^4/de^ 
4p =5 rdx '\- sdl y <iy = t'dx + ^'^'f f P r 9 f ^ i ^ f 
J , s' étant des coefftciens de différences partielles. Or 

s 2= (^-) €t r' s: l^^ f donc ^ ^ r'. De tuêtoé 

s* = C-j-) = \J-£r) î ^<^^^ ^ P^^"* l'^<ïût^ott (0; on a 
5^ = fc* . ^ = b^r : ainsi 

dp = n/o: + J£& et dq = j^jr -f- b^rdt^ 

Multipliant la première de ces équations par 6 ^ et ajou- 
tant la secQude ; ou la soustrayant , on ^ la double exprès^ 

sion 

bàp ± dqzn (Ar ± i) {dx ± bd(). 

Comme les premiers membres sont des diiférentienÀ 
exactes 9 . il faut (^ue les «econds le soient auasi } donc 
tr + 5 =/v. (x + bt) eibr — s z=zFff {x— bt) en em- 
ployàift h notalîoin die L^ Grange. Ainsi on a ? 

bp + q:=±f{ffix^bt) X (dx+bdé)] t=.f(it4^bîj 
bp'^q=f^^F^ {X'-ht) X {dx — bdt) J ssF' (iri:.*^. 

Ajoutant et soustrayant on en tire les valeurs da f» et 
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4VMixm conclut en ipt^gprunjt 

• jr = -^{/^ + H + F(x-.&o|; \ 

Expression qui renferme deux fonctions arbitraires yet/î*, 
«t jui en faisant ^^^acUon du diviseur ^ à cauge 4e la 
généralité de ces fonctions j peut s'écrire 

Ainsi aen-^euieRient o«t*e.4^«atian^jatî§faiitii4!éqiiati(m (ii)j^ 
toais elle en est niéine l'iotégrala 4iom|ile^ ^ à otuse 4ti 
«kttx fonctions arbîlraires ^u'-eiltt •ranfiemie. > 

Appli^ons maintenant cette intégrale k la corde yî-^^» »<•• 
lirânte. Puisque lès deux points AtXB sont firies y il fimt 
que^^'spit nul quand ^ = o ;.ou quand a rrza y quel qoe 
soit le tenis..Or x= o etj'ziro donuent/BÏ! = — F(— fc/Jr* 
ainsi les deux, fonctions /^ et F ont entr'élles cette relation 
fznfL — F (— z) qui sert à déterminer la nature de Tune 
de ces factions. Car ^i on construit les courbes qui >oiiC 
pour é,qi^tïons r =/i , et f == — F(— x) , on rient de 
•voir qu'-en preiMttt dé part et .d'4»U«e^ df f origine .di^ 
abiscisses .z .ég^es y les ordonnées r et.r doivent être aussi 
^qiles et de signes contraires \ donc ces deux courbes ont 
4es branches symétriques qui tombent des deux Côtés dé 
l'aie \ ainsi là fonction^z ne contient qiie des puissances 
impaires dé z^ et oioi voit que ïes fonctions /et f^ sont les 
ÎK^êines : ae spiïe qucy«= T-flr^z) et/tx — 6/)=F(j: — i/); 
exîfin l'équation (2) devient 

J^ï {Ar-fbt^ +/(« yrM)] . '.. ... (5). 
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' L*ëgalitë dés fonctioiis / et F est encore plus Visible , 

'en observant que l'équation (H) donne pour f^junc va- 
leur qui est celle de la vitesse d'un point quelconque : or 
cette valeur devant être nulle quand i z=z o donne J^xziz F' x 
et par consëquëut^ = Fx.' Ainsi la vitesse est en gé- 
néral 

J=:A|/(x4.fcO-/(^-*o} (4). 

n est facile maintenant de trpuver la forme de la 
courbe au bout du teins / : en effet / s= o doi^nej^ =y^ 9 
or alors j^ = { , donci la fonction J' est donnée par . la 
tigure initiale de la courbe. Ainsi lorsque l'équation de 
cette figure sera connue on y changera succ^ssiv eurent 
X en X 4~ ^h ^^ ^^ .^. — ^^ : la, moitié de la somme des 
deux résultats sera la valeur de jr. D'après cela on tra- 
1%, x56.x:era la courl^ initiale j^MB , qui a pour équation i^=fx 
A étant rpriginei/(^ + ^0 ^'^fk^ ~ ^0 î^"^* ^^^ coor- 
données de cette courbe ; pour les points dont les ab- 
scisses sont X +6/ et X — hu On prendra donc AP = x, 

PQ z=i bt zsL Pq^^ on aura Ç^N = /(x + Et) et. 

.f/i zizf{x — ht) : la moitié de la somme des deux coor-w 

données QN et qn y est; aii bou^ da* tems /== .-^,laloii> 

^eur de l'ordonnée Pm = j- du point Âf delà couii>e. 
.£n conservant la même valeur de /^ et. changeant. l'ab- 
scisse , on trouvera successivement les aivers points de 
la courbé AmB, Si au contraire on conserve la Wdme 
valeur de x et si on fait varier le tems , 611 optant ^ir 
cette construction les positions du point 3Î dam tousïfes 
înstans successifs. * - . — 

Mais si' on a bi>x'y (connue celai lieu pour ià points 
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Toîsiiis de A et de B) la coBstniction précédente paroit 
être en défaut. Soit par exemple A/ = i^Q'j pour trouver 

la* position du point M au bout du tems / = — ^ , il faut 

prendre PQ" = P^ =: 6/ j on aura Q^N' =f{x -h ht) \ 
mais le point q' tonibe alors en^ieçà de ^, et on ne peut 
avoir y(jr— ^r). Pour vainî^re cet\e difficulté, on cons- 
truira la courbe an' A telle que pqur. deij al^scisses ^^^f 
et Aq égales j les ordonnées q'n' et qn soient égales , 
mais disposées en sens opposés \ alors la courbe an' A sera 
la- même €^VLt AMB doublement renversée, c'e^inlire 
renversée de droite à gauche et de bas en haut. Les par<«^ 
ties semblables seront contigues en A» On fera la même 
construction à l'infini y ainsi que la fig. i5o le fait d'aiUeurs 
voir mieux qu'une explication plus détaillée ne Je feroiU , 

Il suit delà qu'on a^9'=6/-x j mais qn ^=f{Aq)=f[X'H) ,' 
et conime q'n' z=: qn ^ on a donc q'n' = f(^ — il) , 
Donc l'ordonnée cherchée , correspondante à l'abscisse APj^ 

PO' 
au bout du tems / = — ^ ^ est j- = i {q'n' -f- Q'N'). 

Ainsi en vertu du prolongement de la courbe , dont 
nous venons de donner la construction , il est clair 'que 
le procédé indiqué, ci-dessus a encore lieu, \ et. o^^voit 
même qu'il n'exige pas que la courbe initiale soit expri- 
mée par une équation , et qu'elle peut même être tracét 
mécaniquement. 

Si on a cpelque peine à concevoir le prolongement' 
de la courbe initiale, il est facile de lever tous les doutes. 
La^ corde . n'est supposée terminée en ^ et ^ qu'autant 
que ces points demeurent immobiles tout le tenis du mou- 
vement. Or quand bien même la corde seroit prolongée 
au-delà , et en-deçà des points ^ et ^ , il est évident 
^'on ne dumferoit rico à l'état de la questioa iî on don- 
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tiédit â cette edi'dé I« Ttïèfhe tension ; et une figure nntîalc 
iSrile que les points A e\ B restassent Aies ) or c'est 
ce qui ârriteroit infailliblement ^ si ^ en ^faisant • . • • 
AB = aA ^z Bb =. etc. 2= a ^ on preûd pour fij^e 
niîtiale la corde • • • éiinfAMBtb • . .' construite comme il 
a ëté dit ci-Klessn^. Ainsi )e prolongement est non->-seiile» 
ihetit permiâr , mais méttie ramaljrse fait voir qa'il est 
îtkivtiiX à la thëorîcf* 

Nous ayons suppose dans notre figure que la courbe 

PO 
AmB4î!ùit ceQe qui arvoit lieu au boat du tems / ;;s »^4 



^ais si on vouloit connoitre la forme de la courbe ad 

]bètttdàtem9/^-^s= -^ f il fiindroît porter de chaque 

côte du point P des longues ;= AB = a : c^est-a-dire , 
prendre Br .== AP :±=- ar* : puis prendre la moitië de la 
somme des ordonnée^ , négatives, et égales r^l! et rt y ou 
prendre Pv = r/. Ainsi la courbe AvB qui aura lieu au 

bout du tems / = -^ sera la même que celle ai' n' A , c'cst- 

^-dire. la même que A MB doublement renversée. 

îïetf réslilte'qac le terts d'tfne tîbràtîoif est i î±fe-^ > 

• , ; . b 

Âais au bout d'où tems double /=x ^^ là co«ft'bé f cfpfeih 

dra sa ligure primitive AMB . : car pour trouver l'ordon- 
née au point P au bout de ce tems ; il faudra porter de 
part et . d'autre de ce point des longueurs == nà == o^AÈ ^ 
c'est-à-dii^e , prendre ad = PB^ ei.hc^z APj étlà moitié 
de la somme des deux ordonnées positives ef égaïes c^ 
et dif j est aussi == PM : et ainsi de suite. 

. Qàoiqa'fl aoit certain que la cofde rerioAt toujonsi au 
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même état j après le tenis / = — , il ne s'en suit pas que 

la corde n'açhicve dans ce tems que 2 ribFations j et il se- 
roit même possible qu'elle en fît 4 ; 6 y ou un nombre 
pair quelconque } cela dépend d'une certaine disposition 
de l'état initial de la corde AMB ) lorsqu'elle n'a qu'un seul 
Ventre comme da[ns la fig. i5o ^ le tems d*ufie vibration 

est sans doute t z^ —, Niais si la figure initiale avoitdeux 

ventres égau5c ^ comme si la corde avoit Ab pour lon- 
gueur y si on lui avoit donné une forme composée de deux 
ventres égaux séparés au milieu B par un point comnmti 
avec l'axe Ab \ alors ce point B demeureroit en repos , et 
te mcyuvement de^a corde Ab seroit le même que cehn 
d'une corde de longueur moitié moindre et d'une tension 
éj^afe. Or îl fkut pour produire ces vibrations deux fois 
pktt rapides ; que le namd de la fignre initiale* soit préci^ 
sèment stu nuKen de la longuem* j et que les deux ventres 
soient égaux et seniblables entr'enx. 

Sans cette disposition ou toute autre analogue y la 
corde n'achèvera nue vibraiion qu'au ^bout du tems 

/ = — = 1/ <"r"^ y «^'^* reviendra à sa position pri- 
mitive qu'au bout du tems / =i -y- = 2 L^ (tF" y* ^"^ 

-^ \ exprime le nombre de seccndes nécessairo 

pour achever une vibration. Comme la tension F est ré- 
présentée par un poids y on peut lui substituer le poids 
d'une longueur k de la corde vibrante ; or on a visiblement 

-j-=^,d'ouir = ---; donc j/(-^)=^^j, 

11 résuUe de là que le nombre de vibrations que la corde' 



V{ 
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fait dans chaque seconde est 

C'est ce nombre qu'on regarde comme la mesure du son 
produit par une corde mise en vibration j et on voit que , 
à tension égale , le son est réciproquement proportionnel 
à la longueur de la corde* 

Si on fait bt z=z\ a dans l'équation (5) ; on a 

Or cette valeur s 'évanouit visiblement y quel que soit x , 
rig. X49. siy(î a + x) =^/ii a — a:) , c'est-à-dire , si la figure ASB 
donnée au commencement du mouvement a des ordon- 
nées égales correspondantes aux abscisses ~ a 4* x et 
\ a — X ; ce qui ifrrivc lorsque l'ordonnée élevée au milieu 
de j4B est un diamètre de cette courbe j c'est-à-dire j la 
partage en deux parties semblables. Ainsi ^ dans ce cas ^ 
ta courbe se tend en ligne droite au milieu de chaque 
vibration. , 

YL Calcul des variations* 



Nous avons considéré cet ouvrage comme devant servir 
d'étude préliminaire aux Traités de Mécanique transcen- 
dante : mais ces ouvrages étant inintelligibles aux personnes 
qui ne se sont pas rendu le calcul des variations familier , 
nous avons jugé qu'«l étoit Utile de présenter ici ce calcul , 
et de le mettre à la portée des étudians. 

Avant la découverte du calcul des variations les géomè- 
tres avoient déjà résolu divers problèmes intéressans qui 
sont de son domaine {les Isopérimé&es) : mais les pro- 
cédés dpnt rïsTsp servpiei|t ne formaient f>as un corps do 



Calcul des variations. 4^9 

doctrine ^ et chacun de ces problèmes n'étoit résolu que 
par une méthode qui lui étoit particulière ; et par des ar- 
tifices d'analyse souvent très - détournés. Les solutions 
étoient même tellement difficiles à trouver ; que les sa- 
•vans se proposoient les problèmes conmie par défis , et 
faisoient ainsi assaut entr'eux d'adresse et d'industrie. Il 
appartenoit au célèbre La Grange de mettre un terme à 
ces discussions polémiques , en ramenant toutes les solu- 
tions à une méthode unique y à une marche uniforme. 
Il faut être déjà profondément instruit de toutes les re»* 
sources de l'analyse ^ po^r sentir toute la beauté ^ toute 
l'importance de cette méthode 3 et nous ne craig^nons pas 
d'avancer qu'elle étoit plus difficile et peut*étre aussi né- 
cessaire à découvrir que le calcul difTérentiel. C'est sur* 
tout dans la Mécanique transcendante oii elle joue un 
râle important , et on peut même regarder cette science 
comme le triomphe de la méthode que nous allons offrir , 
en suivant la marche que Bioi a tracée dans ses leçons au 
Collège de France. 

Lorsqu'on a nne fonction Z de plusieurs variables x , 
j j ... on peut se proposer, deux sortes de problèmes s 
soit d'assigner à ces variables des valeurs numériques ^ 
soit d'établir des relations entre ces variables et de les 
lier par des équations y de manière a amener dans l'un 
et l'autre cas la fonction Z à jouir de certaines propriétés. 
Soit , par exemple y Z z=z F {x , jr y j' y jr» ^ . . .) , 
{y jj^ } ••• désignant les coefficiens différentiels 

^' ^' •••^ ' *^ quantités y yjr" y ... supposent 

que X etj^ sont liés par une dépendance mutuelle^ telle 
<|ue jr = ^x. Si cette é<]uation est donnée y on en dé* 
duit jr* y j'^ } ••' en fonction de x ^ et substituant y 
Z devient = fx. Parmi toutes les râleurs qu'on peut 
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atlriliucr k x f a'U en est une qui reniét/k on maximum 
ùu un mirUntum j on peut La drterminer par les règles 
connui:i «lu calcul dàfféreatiel. Mais si Téquation j- = flr 
ii*cst |Njint rionoée y alors en prenant successivement 
pour fx différentes formes , k fbnclioD Z z=. fx pren- 
dra cU(yniénie différentes expressions ea x y et on peut se 
proposer d'assigner k fx une forme telle cpe Z soit 
^lus grande ou plus petite que pour toute antre ionae 
de f jr y ijuMd ifue soit dailiem ia vétleur numérnfMte 
de s. Celte dernière espèce de prohléine appartient an 
xxdcul des Tariatioiis. H Y*en faut de beaacoap <{n'il .se 
Ixime à la théorie des maxhna et tmmiimi ; mais nous 
nous contenterons 4e traiter cette matière , parce qn'dle 
suffît pour i'iaiel%cBoe oon^lette de ce calcnL N'oi^ 
blions pas toutefois ^pie dans toitt ce qui va être dit les 
variables x e4 y «e stuU ffos mdtpendaïUes ; mam ses* 
lement que l'é^sation jrsszpx ifd les be «otr'elks «t 
inconnue. Nous traiterons même la qnertkm c^nmie si 
elle étoit connue , ainsi que cela est frégnemment usité. 

Mettona or -+• t pour x tt jr ^ à ^poor jr ^^ans 

I et i^ sont deux fonctions de x , dont Tune est arbitcam 
et dont Tautre en dépend en rertu de Téquation j^ = ^ : 
9^ y i^y . • . 9ont pris ici dans la mâne signification que 
jr* yj^y •• • D'après les principes connus , le théorème 
de Tajdor ajant lieu (CaL difF. éléna. de Lacso»^ »»^ 
58 ) y soit lorsque les quantités x yjy îy ^y • •• sont dé> 
pendantes y soit lorsqu^dles sont indépendantes , on a 

i dZ dZ dZ ^dZ \ 
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De sorte qu'on peut regarder x^y^y^y^^ •.. comme 
autant de variables indépendantes , en tant qu'il ne s'agît 
que de trouver ce développement 

Cela posé ^ la nature de la question exige qtie T^quation 
y r= ^x ait été déterminée de manière que , qucUe que 
soit la valeur de x , on ait toujours Z' > Z , ( dans le 
cas du minimum ) ou Z^ •< Z , ( dans le cas du niaxi- 
mum ) : en raisonnant comme dans la tliéorie des maxime 
et minima ordinaires ^ on voit cpi'il faut que les termes 
du premier ordre soient nuls ^ et qu'on ait 

.dZ ^ dZ ^ ^dZ ^ ^ dZ ^ 

Cette équation se partage en autant d'autres qu'elle reor 
ferme de termes , et on a 

dZ dZ dZ dZ 

jusqu'à jr^^ j (ti) étant l'ordre le plus élevé de Z. En effet 
comme l'une des deux quantités k et /est une fonction arbv- 

trairedej:,on peut supposer A=aH-fc(x- A)-f-i^^""-^*+«te* 
XfQjbj c y . . • étant quelconques : il est aisé d'en déduire 
Â' f k" f >•. Or comme notre équation doit avoir lieu quel 
que soit x , elle devra subsister lorsque x = A*, ce qui 
donne kz:iafhf==b,k''=:^Cf ••• et fait voir qu'elle 
ne peut être satisfaite vu l'indépendance de a , 6, o, . .. 
à moins que chaque terme ne soit nul* 

Ces diverses équations devront s'accorder toutes entr'elles, 

et subsister en même tems y quel que soit x : si cet accord 

a lieu y il y aura maximum ou minimum , et la relation 

qui en résultera entre jr et x sera l'équation cherchée 

'j- =^ f X ; qui a la propriété de rendre Z plus grand ou 

-l^ns pclit que ne p<MUToit faire toute autre relation entre 
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A*rl »'. Puwr distinguer le majrimum da minhnwn on 
uura recours aux (l!tH)ne$ ordiiiaû*e$ dans Wineilc» on re* 
Uuul'r , ol le signe itos tenues du 2*. ordre otera toute iin 
dtxisioiu 

Mais si CCS ct]uations ne peuvent s'accorder entr*eUes , 
cV^t*à'diiv , si elles donnent dos relations différentes entre 
.1' cl r ji le problèuie sera inii)ossibIe dans Télat de géné- 
ralité i]u*on lui a donne : . s'il arrive que quckrues-unet 
««Miloniciit de ces é({ualions s'accordent enir'elles ; alors la 
fonction i? aura des iiiaxinui et niinirua relatifs à <)ael<{uefr- 
uurs des ijuanlitês x j J y y y j" y . • • sans en avoir 
d'al>Mdus et de communs à toutes ces quantités. Les équa- 
tions qui s'accorderont en tr'elles donneront les relations 
qui établissent les niaxinia et niinima relatifs. Et si on ne 
veut rendre A un maximum ou un niînininni que par rap- 
port à Tune des quantités Xyj-yj' yjr' y ... conuMe alors 
il ne faudra satisfaire qu'à une équation , le probiène sera 
toujours |H>$sible. 

n suit des considérations précédentes que i*. les quanti- 
tés X et j" sont dépendantes l'une de l'autre , et que néan- 
moins on doit les faire vaner comme si eQcs étoiant 
indépendantes ; puisque ce n'est qu'un proc«<ié de cakml 
pour parvenir au résultat, a^. Ces variatioBs ne sont pas 
infiniment petites y et si on emploie le calcsl *£ ffî i' ea tid 
pour les obtenir j ce n'est que comme un mojn rcpéditif 
d'avoir le second terme du développement , k seul qui 
soit ici nécessaire. 

Pour appliquer ces notions générales à un rnnirple soit 

z = cr + (m-x)y) tr + (n- x)yj 

^ ^ dZ dZ dZ .. .. . . j 

en cherchant -p- • -p- et --7-7 , il sera treiraise de lecoB» 
dx ^ djr djr* ^ 

mc/hre que les résultats égalés à zéro donnent des 
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incompatibles entr'clles ^ tant que m est difTérent de /i ^ de 
sorte que Z n'est pas susceptible de remplir les conditions 
de la question. Maissim=nyOnaZ= {jr + im — 3c)j''y'y 
d'où on tire trois équations auxquelles on satisfait à-la-fois 
en faisan tj^ + (m — x)jr' = o , ouj^dx •^(m-'^x) djr'= o j 
en intégrant on a j- ■= C {m — x) : telle est la relation 
entre jr t\,x qui rend Z un minimum : et il est aisé de 
s'en convaincre à posteriori , car Z est alors nul , et cette 
fonction est toujours positive. 

La tliéorie que nous venons de donner n'est pas d'une 
grande étendue, et on nela doit considérer ici que comme un 
développement préliminaire utile pour rintcliigence du 
problème beaucoup plus intéressant qui nous reste à ré- 
soudre. Il s'agit d'appliquer tous les raisonnemens précé- 
dens à une fonction de la forme fZ : le signe y indique 
que la fonction Z est différentielle, et qu'après l'avoir 
intégrée entre des limites désignées, on veut la faire jouir 
des propriétés précédentes. La difficulté qui se rencontre 
ici vient donc de ce qu'il faut résoudre le problème sans 
faire l'intégration , car on voit assez qu'il est ^ en géné- 
ral , impossible de l'exécuter. 

Au lieu de représenter par / et h les accroissemens des 
variables nous emploierons le signe / ; de sorte que i'x , 
iy y ••• seront des fonctions quelconques de j: , j- , ... 
qui désigneront les accroissemens de ces variables. Pareil- 
lement dx devenant </ (x + fx) croîtra de di'x j d^x 
croîtra de d^^x ^ etc. Observons que les variations indi- 
quées par le signe ^ sont finies , et tout-à-fait indépen- 
dantes de celles que désigne la caractéristique d : les opé- 
rations auxquelles ces signes se rapportent étant pareille- 
ment indépendantes , l'ordre dans lequel on les exécutera 
doit être indifTéreot pour le résultat* De sorte que^.Jx, 
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difFërences partielles de Z par rappoK à x , jr, , -. j^ ^j^ , .•• 
Zy z,j ... Si on c&t pratiqué cette <}iflcrentîation absolti- 
ineot de la même manière en employant le signe l ^ Wk 
aiiroit eu 

IZ = jiUx + N^xi -+- Piijc^ + (^ixn^ -4- elCJ 

•+■ rniy -f nJT^, + piy^ + i?^^^^ + etc. >. . -i^. 

Or cette quantité est précisément celle (jui est sous le 
signe y* dans les termes du premier ordre de notre déve- 
loppement : ensorte que la condition du niaximum ou da 
minimum demandée , est quey*^Z = o ; entre les limites 
désigfiées , quelles que scnent les variatioRS i^j-iy y it. 
Observons qn'ici , -conmie précédemment , le calcul éBflK- 
rentiel n*est eraplojé que comme un moyen fac^ tl*oi)- 
tenir l'assemblage des termes qu'il faut égaler à zéro ; da 
sorte que les variations sont encore ici finies et quel- 
conques. D'ailleurs dans chaque cas particulier , on ob- 
tiendra aisément la valeur tZ ^ c'esVà-dire , les quantités 
M y iV , . . . m ; fi , . . • y qui composent l'équatton (jf) 
dont le nombre de tenues est limite : il sufBra pour cela 
de difTérentier Z en employant le signe ^ ^ et regardant 
Xyj- yZ) dx y dj' j dz'y ... comnic autant de variables 
indépendantes. 

I^a première ligne de l'équation {A) a pour intégrale 

f{Mtx + Nd.J^ -f Pd^.rix + <^^^/x -f -etc.) 

M y /Vy . . . coaliennoAt des «li^rewtieUes, de a^He qne 
le défaut d'hofHogenëké JiVst id ^qutiipparent. la suite 
du calcul fera voir qu'il est nécessaire de dégager du 
signe/*, autant que possible y les termes qui contiennent 
d.^. Pour j parreoir on empfeie ^la formule connue. 
JXdY = XV — fYdX : de sorte qu?on fAnitv^ 
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./Nd.^x = Nirr -^fdN.hc^ 
fPtt.ixzziPd.tx'^dP.^X'^fà'P.i^x 
fQd^.lx = Qd^^x — dQd.ix + ^Q./x ^fd^Q.ix. 

En réunissant ces résultats ^ on a cette suite dont la loi 
est facile à saisir 

fiM-^dN+d^P—iPQ-i^R...) /a:+(^— ^+ d'Q^iPR...)^ 

En remplaçant M y Ny . . . par nijUj • . • ou /« , p j et ^x 
par J^^- ou ^z , on trouve les intégrales des deux autres lignes 
de Tëquation {A) 5 de sorte que fi'Z == o devient 

La premicfre .ligne de cette équation est composée de termes 
qui restent sous le signe f y et qui ne peuvent être inté- 
grés à moins qu'on ne donne h tx j fy t\ H des valeurs- 
particulières ^ ce qui est contre Phjpothèse. Par consé- 
quent y3^Z ne peut devenir = 0, à moins que ces termes 
ne soient nuls : et si la nature de la question n'établit entre 
tx y iy eX fz aucune relation, vu l'indépendance de ces 
variations , on a 

o = M'^dN+d'P — d^Q-h d*R — etc.J 

o = m — dn + d*p — d^q -j- ifir — etc. \« . . . . (C). 

0^= ft -^ dv -|" ^^ ^' d^X + ^/ "" ^^*\ 

€es équations entre x y jr et z donnent les relations de- 
mandées (*) 5 elles ne peuvent d'ailleurs exprimer des con- 



(«) En géométrie ces équations appartiennent h la courbe ou 
k la surface cherchée. 
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4îtîons distinctes sans faire voir que la question est 
absurde ^ puisqu'elles déterminent alors les valeurs numé- 
riques des variables* 

' Les termes qui sont ainsi disparus de l'équation (B) , 
doivent être remplacés par une constante arbitraire C^ 
et comme Tintcgrale est effectuée et doit être prise entre 
les limites désirées , les termes qui restent se rapportent 
à ces limites j car l'équation {B) est devenue de la forme 
C -f- Z» = o , L étant une fonction de x y y j z , 
fx j fy j ^z y . • . Marquons d'un et de deux accens les 
valeurs numériques de ces variables à la première et à la 
seconde limites. G>mme l'intégrale a du être pose entre 
ces limites y il faut d'abord déterminer C en mettant x^ , 
jr* y , .. pour X yjr , . . • dans C 4- <^ =^ o , ce qui donne 
C + L' = o, d'oîi C= — L' y etL — L' = o.De 
plus il faut complet ter l'intégrale y c'est-à-dire , changer 
Xyj'y ... en x^yjr" y ... ; ce qui donne L^ ^^ L' = o. 
P'oîi on voit qu'il faut marquer les divers termes qui 
restent dans l'équation [B) d'abord d'un y puis de deux 
accens \ retrancher les résultats et égaler à zéro : de sorte 
que L^ — L' ne renferme plus de variables y puis- 
qu'elles ont pris les valeurs que les limites comportent et 
que X yix y ... sont devenos x' , Ixf , . . . x* , tx^ • . • 
U se présente maintenant trois cas. 

I*. Si les limites sont données et fixes (♦) , c'est-à-dire. 



(^) Ce cas revient en géométrie & celui où on cherche une 
coarbe qui passe par deux prânts donnés, et qui jouisse de U 
propriété de maximum ou minimum demandée. Les équations 
(C,> y qui doivent s'accorder eqtr'elies, sont celles de la courbe 
cherchée; on détermine les constantes de manière i satisCiire 
à la condition qui exige que U courbe passe par les deux pointA 
donnes. 
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&i les valeurs «trémcô dt x y j' tt z sont conslanles f 
comme /a:' ^ d.^x' , elc» i^x^ , d.èx'^ , otc. sont nuls , 
tous les termes de L* et L'* sont nuls, et Tcquatioa {B) 
est satisfaite cl'elle-4iiénie. Alors on détermine les cons- 
tantes ipie l'int^'graUon introduit dans les équations {€) 
par les conditions (|uc comportent les limites. 

2". Si les limites sont arbitraires et itidàpcmlarUes , 
alors chacun des coefllciens de {B) est nul on particulier, 
ainsi qu'il est facile de s'en convaincre. 

3**. S' il existe (les équations de condition pour les limites (*), 
c'est-à-dire, si la nature de la question lie entr'elles par des equa 
tions quehpies-unes des quantités x' y y , z' , ^^ yj'^ j ^^ t 
on se servira des différentielles de ces équations pour obtenir 
plusieurs des variations Ix' , iy , i'z' , ix'f , etc. en fonc- 
tion des autres j en substituant dans i" — L' =zo y ce* 
variations se trouveront réduites au plus petit nombre pos« 
sible : ces dernières étant absolument indépendantes , 
l'équation se partagera ea plusieurs autres j en égalant leurr 
coefHcieus a zéro. 

Au lieu de cette marche on peut prendre la fui vante 
qui est inCninient plus élégante. Soient u z=z Oy u' :=Of . »• 
les équations de condition «données , on multipliera leurs 
variations ^u , J^u' , . . • par des indéterminées A , A' , • • . ; 
ce qui donnera ?Ju + x'i^u' + . . . Ajoutant cette somme 
àZr* — L'y on aura L'f — ^'4- A^i/ + x'iu' -f- . . • = o. 
On traitera toutes les variations ix' , i'x^ 7 • • • coryme » 
dépendantes, et égalant leurs coefRciens à zéro, on élimi- 
nera entre ces équations les indéterminées A , A^ , • • • On 



(*) Cela signifie en géométrie que la courbe cherchée doik 
-être terminée , non plus & des points fixes , mais à quelqu'un 
des points de deux courbes donnéts. 
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p«nrieB<Irà par ce calcul au même résultat ifat par la mé- 
thode prëcëdente \ car outre qu'on- peut s'en assurer par le 
calcul même y on peut voir qu'on n*a fait que des opëra« 
tiont pemuses y et tpi'on obtient ainsi ie même nombre 
d'ëquatibns iinafes. ( Ce odcnl revient à la miîlhoiie d'éli- 
mination donnée dans l'algèbre de Lacroix ). 

Il faut eb^eryer qu'on ne doti pas conckire d^ n =r o, 
qu'aux limites on ait <£u = oy •• • ; ces- condition^ sont 
indépeiidàntes;, et peuvent fort bien- nt pas co-ezister. Si 
toutefois la chose tfrmt; tieu aiiilsi {*) y il feudroH regarder' 
iiu = o y ... coumie de nèuvdlies équations de condition^ 
et outre le ^J^^il faudroit aussi comprendre x'Muy . • • 

Nous n'avons rien dit ici du cas oii Ihme des liiuites est 
fixe et la seconde assupctlié « jeerttfines conditiviiia y om 
méniç tout-à-fait arbitraire |>arce que cela rentre dans les 
trois cas^ pt*écédensv ' . 

n pourroit aussi arriver que la nature de la qu^estioiv 
fli^snjettit les variations ^Xy iy ^r^z à de certaines condi« 
tjoa» données psr des éqnations t zen o , t' s^o y ». » f ti 
cela indépendamment des limites (^*) : al^rs la première 
ligne de l'équation {S) né formcroit jjus trois équations (C). 
Il faudroit (f abord réduwc, comme ci-dessus .; les varia- 
^ous au plus petit nombre possible dans 

à l'aide de»' équations^ de condition , et ég»1m* à zéro let 
coefHciens des variations restantes. Ou y ce qui revient au 

X*) Cela signifieroit en gcomctrie que la courbe cberrboe doit 
avoir à sa Kmite un rontart d'un certain ordre avec' la courbe 
on la surface dbnt l'équation est tt = o. 

{^') Cela arrive en gcomëtrie lorsque la courbe cbercbce d«it 
être tracée sur une «urface courbe donnée. 
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i. . ■.«^' c- rpj.cri uM^pnm rntrr les limites 

CI iuiwMittJU tJTe ii inraidé^oB troave (*) 

s sasts coefîicif nf 7*^^; r; lônt nuls. Les équadons (C) 

' o.> oc. nmciu: àx ^ «^^ ^ = ifds et </^ = c^. £n 
xxaenas: es r*ais égottkms j et ajoutant ^ on trouve 
i'— Z^— r*rri| lînsi ces équations sont compati- 
it« en* elisf . ion^^m détermine Tune des constantes 
^ ^«j: r par celle éjartion. En divisant deux à deux iios 



FDOQsafoM-r^^ — > :r" = — J douontirc 
iGT a ox a 



{*) rVous ferons oBscrrer qae dans les cas par(iculiers il est 
A» court , et sonyeDt préférable de faire sur la fonction doa- 
Mt Z tous les calculs qui ont conduit àTéquation ÇB) , au lien 
de comparer ainsi que nous le faisons ici. 
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€• qui «pprend qnt Ici prôfections de la l%iie cherchée 
foni des droites) ainsi ceCfe ligne est une droite elle- 
même. 

Pour en déterminer la position , il faudroit connoltre Flg, ttu 
}e$ cinq consUntes a, 6, c, a' et 6'. S'il s'agit de trouver 
la plus courte distance entre deux points ^ et C^ alors 
h dlroite est âxëe en ces- points*^ donnés par leurs coor« 
■divanées a/ ,^ , z'.j x" yjr" , x* j il est clair qu'en assuje^ 
titeint nos deux équations à être satisfaites lorsqu'on 
diange jr , j- et. ^ en x' , j^ et z' , on obtiendra deux 
équations entre les constantes. La seconde limite donne 
de même deux antres relations ^ ce qui fait cinq équations ^ 
«n y comprenant ^ -fî 6» •+ c» =r i. ■ 

Si la seconde limite étoi^ un point fixe C dans le plan Vif. >Si. 
xJT'j et la première une courbe >^^ située: aussi dans ce 
plan f et dont l'équatipnjr^ ^fi^ donne Ijr' ^ AUc' \ en 
faisant les raisonnemens ci-dessus dans ce plan j on a pour 
la bgne chercliée AC une drpite dont l'équation est 

On trouve aisément Z = -r- ./ir -4- ^. J[y ; et comme la 

seconde limite C est fixe ^ il siiffit de combiner ensemble 
les équations iy* = Atx* y et daf .t^x' -f- djr* .^j' = o. 
En éliminant ij' on obtient dx* + Adjr' =: o. On aii- 
roit pu aussi multiplier féqutftioilVléconditien iy'^^'Afx''^:^ 
par l'indéterminée A^ et ajouter à Z»^ ^ ce qui eàt "donné 

dx' dr' 

S^-'^' "^ i^-^^' + A<r' - A^^^ s= o. 

dx' 
Equation qui se décçmpose en deux autres -j- kA^=zOj 

dr' 

^+Jt?70. F Ji nnt ia n Uyon obtient deo>éa>c^r4T^4y^g?i<^ 
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Cette équation cooxparëe a celle |&/£r^ xsaiff'', traneforoid 
-celle dé notre ! droite AC^oà «/or es ^éy ^ qui- dacme 

ffv I ^ ^ ,1.1 

-T- == — -7, et fait voir qu'elle est normale à la courbe 

{proposée AB* La constante al se déterauae par la censi- 
dcration de la ^eooodf Umiite* . 1 . 

il seroit facile d'appliquer le raifionaerneBt' pi^^Metlt 

•aux ^ois dimensions ; on p^rnfepdnoH à ih* même coinsé- 

queuee c em peut dodo coachire qu'en générai la plus 

courte distance ^Centré deui^ courbes ÂSy, CD y est la 

' droite qui leur «st aormalc. ' 

Si lia p^us courte lign^den^andée devoil: ^e tracée sur une 

surface courbe ; dont y = 0» serait r«q«atioQ-yta}€rsi'éqo»> 

. . i tien (D) nie 36 décompo^cvoit phis eii trois: k moins qufon 

. n'y ajoutai le terme isiu \ alocs on:: pourroit: riegarder 

tx^ fy^ H comme iodcpendans ^i et on troiivèroit kp 

relatioiM ' "' 

<£)+<l)=°..0■<D=^'<ê)t<s)=°• 

]|^liminant x ^ on a le$ deux écjfuations 

i<i)-è<$)'|<§)-i<l) 

qui sfmt CfsUes de la courbe, chicrchée* , 

.. Preaçn^ la sphère, pwur ençmjAe^j l'origîobe étant au 

centre I on .a . .\ . • -i • , i : 

du du du 

Nos équations deviennent en prenant ds constant 

zd*x = xd*Zy zdyzzjrd^Zj i'ohyd*x zm xdy» 
ilitégfânt;r^A a sdœ ~ sedà^mx^nd^y gdffté^jydz aar^ ^- 



K 
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ydx — xày := cds* En multipliant la première de ces 
équations par — j* , la seconde par j: , la troisième |)ar z , 
et ajoutant y on trouve ay -^ bx — cz = o , qui est 
l'équation d'un plan qui passe par l'origine des coordon- 
nées. Ainsi la courbe cherchée est le grand cercle qui 
passe par les deux points donnés y ou qui est normale aux 
deux courbes qui servent de limites et sont données sur la 
surface sphérique. 

II. Prenons pour second exemple la Brachysiochrone» 

Nous avons vu (igî , r') que le tems qu'un corps pesant 

met à parcourir l'arc s est / --7 — : rir i ^«^ ^ ^^^^ vcr- 

ticaux : on a donc ici Z =s —7- — abstraction faite de 

x/(2 — /') 

la constante ng y qui disparoit lorsqu- on égale à zéro. On 

formera iZ et on aura 

Les équations (C) deviennent donc 

Nous omettons ici la troisième , qu'on peut démontrer i 

comprise dans les deux antres : condition sans laffuelle le [ 

problème proposé seroit absurde. £n intégrant et divisant 
l'un par l'autre les résultats ^ on obtient dj- = mdx j ce 
qui prouve que la projection de la courbe sur le plan xjr 
est une droite, et que par consécpient cette courbe est dé- 
crite dans un plan vertical. Prenons , pour abréger, ce plan ; 
pour celui des xz} la pemière dt$ valeurs (1) suffira , 
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ni IMMI1 iiiir(ini</.(-.r: r.VA^(5 — /i) j orit'=3dx» + rf«», 
«Imii <tii II 

|*'i|imluMi <|ui appai'tinU ù iiiin rycloïde^ et qui revient à 
itflli* Uu u". MU , ni liitMiit « — /» .-"^•. 
Vift ««I. kS( Uu luiiih)*! noiil ilou\ poiiiu lUc» ^ «t C^ , il ii*jr a 
(lut \\\w (uido roiulilùnt à rvtupUr si re uV^t de fiiire passer 
U i;>\l4Mtlv W^ ^ |»ai* cvy iWui^ p^iul!» y te (|ui détermine Jes 

vSt 1,1 HtMHUidv liimte est un lunnt fixe C ;, et si la pre» 
iiih^io «vxt uiio voui'bt^ ^//j NÎtutV > ttùisi que le point fixe , 
daUH MU pUu >ri-(ical ^ eu prenant ce plan j;our celui det 
.*•* i \»u ^^y o , et \n\ en déduit 

i\uuiue vui a /.i* ^-: o > Js^ ::=o > il sutKt de rendre L' nnl^ 
«A» a^\aut è^ai\l à la piXMuière limite > qui est une courbe AB 
dvuit .t' ,-= /i' est IV'quatiou douuêt^. On en déduit 
Jii ' — .i/J'v' i» ; multipliant jxir A > ajouliint à L' , on 
liv^\e Uvx deux év(uatioii5 

tn elinùiftituC A « ou obtient «i?' -4» «ifcùr' =: o. 11 est vi^^ible 
MMuitenout quv ta cvduide devra couper à an^le droit la 
CvHubc d^Mittce AB\ U conOuaU^ C sera déterminée en 
^\^u4^U'a^ftV l\H{ualiott <.*^ à ta précédente» On trouvcroit 
i))Mas>> lea txvuj^ ditueuston;^ la ufcèute conaéqueaee « de sort» 
v^ue la vvurbc de plut^ >ilc de^^ttte d'une courbe quelcon* 
^. .^ que <.^i* à une autti» ^tf % es^t une cvcloide AO nonnale à 
vc» di^ix dvi tuttrcs^ La n^hnt» ch»we aui-oit aussi Lieu pour 
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d«ttx surfaces courbes j ainsi cpi'il est facile de s'en con- 
vaincre. 

Si la Brachjstochronc dcroit être tracée sar une surface 
courbe donnée par son équation 11 = 0^ rëquation (/)) ne 
se partageroit en trois autres qu'après avoir ajouté A^u , 
ce qui donneroit au lieu des équations (i) trois équations 
entre lesquelles éliminant A ^ on auroit les écpiations de la 
Brachystoc}ux>nc cherchée. Si on avoit pour limites deux 
points fiies y les constantes seroient déterminées par la 
condition que la courbe passât par ces deux points : lors- 
qu'on a pour limites deux courbes ^ celle qu'on cherche 
doit les couper à angle droit comme ci-dessus. Ainsi le 
reste du problème est le même dans les deux cas. 

• III. Principe de la moindre action. 

Nous avons vu (168 ^ <f ^ 21 5) que lorsqu'un point ma- 
tériel décrit une courbe , soit librement et en vertu des 
leroes qui l'animent y soit en parcourant une surface sur 
laquelle il est assujetti à rester ^ on a pour la valeur de sa 
Titene y y lorsque Xy VetZ sont indépendantes de i, 

V* = C^f{Xdx + Ydj' + Zdz) .!..(!> 

Koos allons prouver que fvds est un minimum on maxi- 
nom y entre le point de départ et le point d'arrivée^ c'esW 
à-dire^ que ifvds ^ o , ou que 

* fiyi.ds + dsi\^) = o. 

Pour le démontrer y formons la ijaindié f(%^lds + dsiv). 

!•. On a d!f* = dx* -f- dr* + dz*'y différenliant par ^, 
il Tient ( à cause de <ù = vdt) 

yt.ds = ^^dx^ ~'idj' 4- ^.^dz. 
di ^ d: -^ ^ di 

Inté^ons et dégageons les ternies affectes dt ^d , à l'aide 
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de riatt'gratioa par [mrtTes. En onieitant les tonnes iutd* 

, dx . d)' ^ dz . , ,, 

gres —,^x-{-~-.à^+-j-.à'z qui se rapportent aux U- 

milcs y et qui sont nuls puisqu'il s*agit de deux pioints 
fixes f ou a 

>'-*=-/KS)-'^+<î)-'^+<ï)-"î- ■ . 

2*. L'écfuation ( i ) diffcrentiëe , donne en ciiangeant deni\ 
rfif = Xix -f- Fij^ + Zi'z } or \^dt:=: ds , donc en intér 
gnant 

fdsiv=f{Xtx'^Yiy-^Z^z)dt. 

Réunissant ces deux résultats yf(yfds + dsiv) devient 

Or cette expression est nulle j i^. lorsque le mobile se meul 
librement ^ puisque chaque terme est nul en particulier '^ 
d'après les équations {b' j i66)j 2°. quand le mobile est assu* 
jetti k décrire une surface y puisque ces méuies équationsx>iit 
encore lieu , pourvu qu'on exprime que les variations i^x yfy 
et i^z ont enlr'elles une relation que ré<|uation de la sm-face 
donne ) ainsi on a en général iJVds = o ^ c'est en cela que 
consiste lepnncipe de la moindre action, Ceinénie prii^ 
cipe a également lieu lorsqu'il s'agit . d'un sjstcme de 
corps y mais il n'est pas de notre objet de nous en occuper. 
Il nous suffira de faire remarquer que lorsque le mobile 
décrit une surface , sans qu'aucune force accélératrice agisse 
sur lui y la vitesse p étant constante y on a i^fds ou f*^ qui est un 
minimum entre les limites désignées : ce qui veut djre^e le 
mobile décrit l'arc de courbe le plus court qu'on puisse 
tracer sur la surface ; du point de départ au point d'arrivée. 

Fin des Noies. 
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4*. Pierres diversesm 
"i . • r 

Albâtre oriental .Manr ab(iqAc. . *. . ... . . . srSoa 

Marbre de B urbon-TAncy ^'^^7 

Marbre dit brècbe d'Alep 3d>67 

Pierre de St.-Leu de la rarriére de St.-Lcu. . . 1^593 
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Soufre natif ao533 

Soufre fondu '99^7 

5". Liqueurs» 

Eau distillée 10000 

Eau de Seine filtrée iooof|5 

•Vin de Bourgogne. . 99*5 

Viu de Bordeaux 9^^ 

Âlkool du commerce ri^-ji 

Alkool trè9-recttfié 8293 

6". Huiles. 

Hnile d'olÎTe. 9i53 

Huile de noix 9^^? 

Huile de lin '. . . . gioi 

Hnile de navette 9193 

7*. Gommes , Résines et Graisses. 

Kësîne {aune ou blanche du pin 10797 

Sandarac. 10920 

Gomme arabique i45a3. 

Opium i-'365 

Cire jaune 964^' 

Cire blanche 968^ 
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Graisse de cochon g368 

Lard ^7^ 

Beurre 9<l^ 
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Orme , le tronc . . ' . 6nto 

Frêne , le tronc SlSo 

Hêtre. 85ao 

Aune ....,'... . . 8oc^ 
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